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GIRIS

Ali tahsil sisteminin yenidon qurulmasi taloba kon-
tingentindan dorin vo m6hkam riyazi biliys malik olmagi,
riyaziyyati miiasir elmi masalolorin hallina tatbigetmo
bacarigi va mistaqil islomo vardisi talab edir.

Golacak igtisadi kadrlarin hazirlandigi ali moktablor-
do Gyronilan fonlor arasinda riyaziyyatin xsusi shamiyyas-
ti vardir. iqtisadiyyatin on miixtolif saholorine riyazi me-
todlar genis totbiq edilir. Talobalorin riyazi biliyini yuk-
saltmok, onlarin yaradici tafokkiiriinii, saxsiyyatini, manti-
qi vo fordi diisiinmo qgabiliyyatini vo istedadlarini inkisaf
etdirmak, mistaqil isloma va hesablama aparmag voardislo-
rini artirmagq tiglin “Ali riyaziyyat” kursu mithiim shomiy-
yato malikdir.

Baki Biznes Universitetinin tolobalori Ggtin Azoarbay-
can Respublikasinin Tahsil Nazirliyinin 08.04.2010-cu il-
do tasdiq olunmus “Ali riyaziyyat” proqrami asasinda ya-
zilmis bu dors vosaiti iki hissadon ibaratdir.

I hissada ¢oxlug, mitlog giymot haqqinda teoremlor,
funksiyalar, funksiyalarin limiti, kasilmazliyi, tdroms, di-
ferensial, qabariq vo ¢OKUK ayrilor, Lopital gaydasi, geyri-
mioayyan va miayyan integrallar, inteqrallama tsullari,
geyri moxsusi inteqrallar, coxdoyisonli funksiyalarin
diferensial hesabi, diferensial tonliklor, adadi siralar va s.
bu kimi mdvzular ardicilligla vo oxunaqli sokildo sorh
edilmisdir. Har bir mévzu va faslin sonunda nazori mate-
riallarin tolobalar tarafindon daha yaxsi qavranilmasi {igiin
masala vo misallar hall edilmisdir.

Doars vasaitindon digar igtisad yonumliu Universitet-
lorin professor-muallim va talobalori do istifads eds bilor-
lor.



I FOSIL. COXLUQLAR NOZORIiYYOSI

1.1. Coxluq anlayisi. Sonlu va sonsuz ¢oxluglar.
Coxluqlar haqqinda teoremlor.

Coxluq ilkin riyazi anlayislardan biridir. Odur ki,
ona montiqi torif verilmir. Alman riyaziyyatgis1 Kantora
gora: coxlug dedikds vahid tam halinda birlogsmis ¢ox sey
basa diisiiliir. Coxluq s6ziiniin sinonimi olaraq isladilon
“elementlor yigimi1”, “kiilli”, “toplu” kimi s6z va s6z bir-
lasmoalarini onunla avaz etmak ¢atindir. Bu anlayisin 6zu-
NamoXsus XUsusi mana galarlari vardir.

Coxlugu togkil edoan Unsirlora onun elementlori de-
yacayik.

Elementlorin saymin sonlu va ya sonsuz olmalarina go-
ra goxluglar uygun olaraq sonlu va ya sonsuz adlandirilir.

Coxluqg, elementlorinin toqdim edilmosiylo tosvir
olunur - verilir. Bu is iki tisulla aparilir: fiqurlu {,} motori-
zolor igarisindo ¢oxlugun biitiin elementlarinin vergul
isarasi ilo ayrilmagla sadalanmasi yolu ila va ya ¢oxlugun
elementlorinin hamisina xas olan xarakterik olamotlorin
formallasdirilmasiyla.

Coxluglara aid misallar:

1.Qaragoyunlu oguz-tiirk obasinin kondlori ¢oxlugu:
Y={G0lkond, Civixli, Caykond, Omirxeyir, Boryabad,
Yanigpoayo, Qaragaya, Salah, Polad, Murteyil, Alagiqqaya,
Vurgun},

2. Oyun kartinin mastlariin simvollart yigimi ¢ox-
lugu: {6,869 ¢};

3. Simvollar ciitii: {©,® };

4. R - tam adadlor goxlugu va S.
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Coxluglar1 boyiik, onun elementlarini isa Kigik harf-
lor ilo isara edacayik.

“a elementi A c¢oxluguna aiddir (vo ya daxildir)”
fikri simvolik olarag “aecA” vo ya “A3a” kimi yazilir.
“agA” yazilis1 iso “a elementi A ¢oxluguna daxil deyil”
fikrini ifado edir.

Ogor A coxlugunun biitiin elementlori B ¢oxluguna
aiddirso (A=B hali da istisna deyil), onda A ¢oxlugu B
coxlugunun alt¢oxlugu adlanir vo AcB (vo ya BoA) kimi
isara olunur.

A=B yazilis1 asagidaki miinasibatlorin birlikdo 6do-
nilmasi ilo eynigticlidir: AcB vo BoA. iki ¢oxlugun bo-
rabarliyi (A=B) eyniliklo barabarlik kimi basa diisiiliir; ho-
min A=B yazilist onu bildirir ki, A ¢goxlugunun har bir ele-
menti B —ys daxildir va tarsins - B ¢oxlugunun har bir ele-
menti A —ya daxildir.

Hec¢ bir elementi olmayan coxlug “@“ kimi isaro
olunur va o, bos ¢oxluq adlanir.

Bos ¢oxluq istonilon ¢oxlugun altgoxlugudur.

Coxlugun o6ziindon Vo bos c¢oxlugdan bagsqga digor
altcoxluglar1 onun moxsusi altgoxluqglari adlanir.

Ogar A c B va A # B (eyni zamanda, askardir ki,

A #@) iso, onda A-ya B-nin moxsusi altcoxlugu
deyirlar.

Moxsusi altgoxluq(“A ¢oxlugu B-nin moxsusi alt-
coxlugudur” fikri) simvolik olaraq, asagldaki kimi yazilir:
A cB vayaxud B o A.

Bozon bu simvollar(c va < ) adi altcoxlug vea

moxsusi alt¢oxluglarin isaralonmasi baximindan tarsins do
isladilir.



Verilmis A ¢oxlugunun biitiin altgoxluqglar ailasini

P(A) ilo isaro edok. P(A) —ya A goxlugunun daracasi deyilir:
P(A) ={B:BcA}.

Nozoro alsaq ki, @ cAvo AcA, onda@e P(A) va
Ae P(A).

Biitiin bunlarla yanasi, ¢oxluglar {izorindo bir sira
amallor mévecuddur.

Sonlu va sonsuz goxluglar

Sonsuz coxluglardan on sadoasi natural adadlar (N)
coxlugudur.

Butun natural odadlor ¢oxlugu ilo biyektiv yolla ele-
mentlori gars1 qoyulan ¢oxluga hesabi ¢oxluq deyacayik.
Yoni, N natural oadodlor sirasi ilo ekvivalent (eynigiicl,
eyni sayda elements malik) olan ¢oxluq hesabi adlanir.

Tutaq ki, A vo B iki ixtiyari ¢oxlugdur. ©gor A ¢ox-
lugunun har bir elementina garsi B ¢oxlugunun ancaq bir
elementini vo torsino - B ¢oxlugunun har bir elementino
A coxlugunun ancaq bir elementini garsi qoyan inikas
(funksiya) moOvcud olarsa, onda homin inikas qarsiliqh
birgiymatli uygunluq adlanir. Yoni, hamin inikasa biyek-
siya deyirlor.

Basqa sozlo ifado etsok, hesabi ¢oxlug dedikdo ele-
mentlori sonsuz ¢oxlugun elementlariylo némralona bilon
coxluq basa dusiiliir.

Coxluqlar haqqinda teoremlar

Hesabi ¢oxluq haqqinda teoremlor (isbatsiz verilir):

1. Hesabi ¢oxlugun hor hansi altgoxlugu ya sonlu, ya
da hesabi ¢oxluqdur.

2. Istonilon sonsuz coxlug hesabi altgoxluga malikdir.

3. Istonilon sonlu sayda hesabi ¢oxluglarin birlosmasi
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da hesabi ¢coxlugdur.
4. Hesabi sayda hesabi ¢oxluglarin birlogsmasi do he-
sabi ¢coxlugdur.
Uclincii teorem onu gostorir ki, hesabi coxluglar
sonsuz g¢oxluglarin sirasinda “on Kigikloridir”.
Hesabi ¢oxluga aid misallara baxaq
1. Butin tam adadlar ¢oxlugu. Bitiin tam adadlor
vo butlin natural adoadlor arasindaki uygunlugu asagidaki
Kimi yaratmaq olar(n e N):
o -1 1 -2 2...
1 2 3 4 5...

Yani, n>0 adadina (2n+1) tok adadini, n<0 adadina
iso 2|n| ciit adodini asagidaki kimi garst qoyma (<«>) olar:
n<2n+1, n>0 olduqgda,
n<2n|, n<0 oldugda.
2. Butin muisbat cut adadlor coxlugu. Bu

uygunlugu asagidaki kimi yaratmaq olar: n<>2n.
3. Butun rasional adadlar ¢oxlugu.Moalum oldugu

kimi, rasional ododlor coxlugu E(peZ,q e N) soklinda

tosvir edilir. Burada, Z — tam adadlor ¢oxlugu, N — natural
adadlar ¢coxlugudur.

R_ ilo manfi rasional adadlor ¢oxlugunu, R.ilo mis-
bot rasional adadlor coxlugunu isars edok.

Owvalca p vo g-niin hor ikisinin rasional oadadlor
coxlugundan oldugu hala baxaq. Bu halda, agkardir ki, ini-

kas biyektivdir; yani, Ep sokilli kasrlor ¢oxlugu hesabidir.

Homin ¢oxlugdan ixtisar olunan kasrlari konarlasdirdigdan
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sonra alman R, coxlugu da hesabi c¢oxluq olacaqdir.
Ciinki, hesabi ¢oxlugun sonlu va ya sonsuz ¢oxlugla forqi
do hesabidir. Digar torafdan,

R~R: oldugundan, R. c¢oxlugunun da hesabiliyi
agkarlanir.

Bundan olavs, rasional adadlor ¢oxluguR=R U{0}UR,
kimi tayin edilabilonliyindan, R -hesabi ¢oxluq olacaqdir.

2 adadinin quvvatlari ¢oxlugu: 2,4.8,...,.2",.... Bu
uygunlugu (qarsiqoymani) asagidaki kimi yaratmagq olar:

2" <>n

Hesabi olmayan sonsuz ¢oxluq geyri-hesabi coxlug

adlanir.

1.2.Coxluglar Gizarinda amallar

Coxluglar Uzarinds asagidaki amollori sorh edok.

Coxluglarin birlagsmoasi

a)Birlosmo amoli. Tutaq ki, A vo B — ixtiyari iki ¢ox-
lugdur; A va B ¢oxluglarindan heg olmasa birino daxil olan
elementlordon ibarot olan C=A U B ¢oxlugu onlarin bir-
losmosi adlanir. (Element birlosmoys bir dofa daxil olur).

Birlosmo omolini riyazi simvolikalardan istifado
edorak, belo yaza bilorik:

AuUB={ X| xe AvxeB 1,

burada v simvolu “vo ya” baglayicisinin isarasidir.
Analoji olaraq istonilon sayda ¢oxlugun comi va ya

birlosmasi toyin edilir:Istonilon (sonlu va ya sonsuz) sayda

coxlugun cami va ya birlogsmasi - U A, - elo ¢coxluga deyi-

lir ki, ona daxil olan hor bir element verilon ¢oxluglardan
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he¢ olmasa, birins daxil olsun. Bunu simvolik olaraq, asa-
gidaki kimi yazmaq miinasibdir:
UA =1{ x| eloise I varki, xe A},
iel
b)Kasisma amali
A va B ¢oxluglarmin har birina daxil olan elementlor-
don ibarat olan C=ANB ¢oxlugu onlarin kosismasi adlanir.
Kasisma amalini riyazi simvolikadan istifads edarak,
bels yaza bilorik:

ANB ={ X| xe AAxeB 1,

burada A simnolu “va” baglayicisinin isarasidir.
Analoji olaraq: istonilon sayda  Acoxluglarinin
kosigsmosi (hasili) — N A, - bu ¢oxluglarin har birins aid

olan elementlorin killtsiindan ibarat olan goxluga deyilir.
Bunu simvolik olaraq, asagidaki kimi yazmaq olar:
(A =1{ x| biitin io€ I ligin xe A 1.
iel
Coxluglarin birlogsmasi va kasismasi kommutativlik
(yerdoyismo qanunu), assosiativlik (birlosma ganunu),
garsilight distributivlik (paylama qanunu) xassaloring
malikdir:
kommutativlik: AuUB =BUA,
ANB =BNA;
assosiativlik: (AuB) u C=A u (Bu(),
(ANB) N C=AnN (BNC);
distributivlik: (AuB) N C=(ANC) u (BNC),
(ANB)u C=(AuC) N (BuUC).
Bunlardan olave, asagidaki miinasibotlor do dog-
rudur:
Aud=0UA=A;
ANO=ONA=0;
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AUA=A;
ANA=A .

Coxluglar nazariyyasinds bu va ya digor diisturlarin
iki isbat metodu var: birincisi — Eyler va ya Venn diag-
ramlari vasitasilo, ikincisi -montiqi mihakima sulu ila.

Birinci tsulla isbat zamani boraborlik isarasindon
sagda vo solda yerloson ifadalorin toyin etdiyi ¢oxluglar
ticlin ayri-ayriligda Eyler vo ya Venn diaqramlar1 qurulur.
Homin diagramlarin tayin etdiklori oblastlar eyni oldugda
boraborliyin dogrulugu isbat edilmis hesab olunur.

Ikinci gayda - montigi mihakimo Usulu ilo isbat ba-
raborlik isarasindon sagda vo ya solda yerloson ifadslorin
toyin etdiklori ¢oxluglara aid edilon ixtiyari elementin di-
gor torofo do aid oldugu naticasine galmok yolu ilo apa-
rilir. Daha daqiq desak, istonilon elementin bir torafo (ya
sag, ya da sol) aidliyindon barabarliyin digar torafina do
daxil olmasi (hom sag, hom do sol istinadlar Gictin) isbat
edilo bildikda hamin barabarliyin dogrulugu naticasines go-
tirilir.Proses, aydindir ki, sag vo sol taroflorin har biri Ggin
ayri-ayriliqgda istinadlar kimi gobul edilmolori hallarina
muvafiq olaraq, iki dofa yerina yetirilir.

c)Coxluqlarin farqi

Cixma amali. A ¢oxlugunun B ¢oxluguna aid olma-
yan elementlori killistine A va B goxluqglarmin fargi deyi-
lir; simvolik olaraq C= A \ B kimi isara va tayin edilir. Bu
zaman, Umumiyyatlo desak, A o B forz olunmur. Cixma
amoalini(A va Bgoxluglarmin fargini) riyazi simvolikadan
istifado edorok, belo yaza bilorik:

AB ={ x| xe AAxgB }.

Bozon (masalon, 6lgma nozariyyasinds) ¢oxluglarin
simmetrik forgindon istifado etmok daha slverisli olur.
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Coxluglarin simmetrik fargi amali. Coxluglarin

simmetrik forgi amoli asagidaki kimi isara va tayin olunur:
AAB=(A\B) u (B\A).

Yoni, iki ¢oxlugun simmetrik forqi onlarin bir-birlo-
rindan farglarinin birlogsmasina barabardir.

Coxluglarin simmetrik forqini agagidaki kimi do he-
sablamagq olar:

AAB=(A uUB)\(ANB).

Axirinci diisturu sozlo ifads edok: iki goxlugun sim-
metrik forqi onlarin birlogsmaloari ilo Kasismalarinin fargine
borabardir.

d)Tamamlayici ¢coxluq

Tutaq ki, S universal coxlugdur. Qeyd edak ki, har bir
coxlug muayyan S universal ¢oxlugunun altgoxlugudur.

Yoni, universal ¢oxluq baxilan masalods istirak edon
coxluglarin hamisinin malik olduqlart elementlorin ha-
misinmi 6ziindo comlosdirir.

AcS olduqgda S\A forgino A ¢oxlugunun S tamam-
layicist deyilir.Tamamlayic1 ¢oxluq asagidaki kimi isaro
va tayin olunur:

A'=S\A voyaxud CiA=S\A.

Coxluglar tzarinda omallari, eloco do onlar arasin-
daki miinasiboatlori, Eyler-Venn diagramlarmin kémoayi
ilo ayani olaraq tosvir etmak slveriglidir.

Sokil 1.1. -do B < A(altgoxlug) munasibati, sokil 1.2.
+ 1.6.-nin strixlonmis sahalorinds iss uygun olarag, AUB
(birlosma), A n B (kosisma), A\B (forg-cixma), AAB
(simmetrik forq) vo C,A  (tamamlayict goxluqg) tosvir
olunur. Sokil 1.7-doki strixlonmis saho iso An (BuC)
minasibati ilo tayin edilon ¢oxluga uygundur.
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Indi homin diaqramlar1 quraq.
)

D

Sakil 1.1. B < A (altcoxlug) munasibatinin diagrami

-_—

L B

T
1/ v =
e M~

T —
-
e e !

|

Sakil 1.2. AuB (birlosma amali) minasibatinin diagrami1

E
A

Sakil 1.3. A n B (kasisma omali) minasibatinin diaqrami1

A
@A\B
Sakil 1.4. A\B (cixma amali) miinasibatinin diaqrami
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7
Sokil 1.5. AAB (simmetrik farq) munasibatinin diaqgrami

&

Sakil 1.6. S\A (tamamlayici ¢oxluq) minasibatinin
diaqrami

Sakil 1.7. An (B uw C) miinasibatinin diagrami

e)Kamiyyat va onun 6l¢lsu

Tobiati dyronan har bir elmin 6zlinamaxsus saciyya-
vi kamiyyatlori vardir. Masalon,istilik tutumu, migavimat,
tocil va.s. fiziki kamiyyatlordir, parcanin uzunlugu, sahs,
hacm va.s. i1sa handasi kamiyyatlordir.

Bu kamiyyatlorin hamusi {igiin bir saciyyavi cohat var-
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dir: hor bir kamiyyat 0z cinsindan (ndviindan) olan 0Ol¢i
vahidi ilo 6lcils bilir. Har bir 6lgmo prosesinin natico-
si,baxilan kamiyyatin 6l¢l vahidina nisbatini gostoran ad-
s1z bir adadls ifads olunur. Bu adada verilmis kamiyyatin
odadi giymati (vo ya sadaco olarag giymati) deyilir. De-
moali har bir adads 6lgma naticasi kimi baxmagq olar.
Kamiyyatin ifads olundugu 6l¢ii vahidina onun 6l-
cusudeyilir. Masalan,uzunlug santimetr (sm) va ya metrlo
(m) ifads olundugu tigiin santimetr vo ya metr uzunlug ko-
miyyatinin 6lciisidir. Kvadrat santimetr (sm?) va ya kvad-
rat metr (m?) iso saho 6lciisiidir. Kilogram kiitlo 8lcustdir.
Ancag eyni o6lcusu olan kamiyyatlori toplamaq va
¢ixmaq olar. Bu halda camin (va fargin) 6l¢iisu toplanan-
larin 6l¢istnin eyni olar. Mixtalif 6l¢ilt kamiyyatlori isa
homiso vurmag va bdlmok olar. Bu halda gismatin 6lcust
bolunanin 6lgisinin bolenin Olgusiine nisbating, hasilin
0lcusl isa vuruglarin 6lgiilori hasilina borabar olar.
Riyaziyyatda asasan 0l¢usliz, adsiz kamiyyatlora baxi-
lir. Eyni 6l¢lU iki komiyyatin nisbati 0l¢lstiz kamiyyatdir.
Riyaziyyat elminin dyrondiyi 6lglstuz kamiyyatlorin-
adsiz adadlarin “ol¢ii vahidi” 1 adadidir.

1.3.Haqiqi adadlar ¢oxlugu

Hoqiqi odadlor ali riyaziyyatin osasini togkil edir;onlar
godimdon insanlarin hayat tolabati va ehtiyaci naticasindo
yaranmusdir.

Insanlar ilk dofo natural odadlordon istifads etmis-
lor.Natural adodlor ¢oxlugunda toplama vo vurma amallori
homiso aparila bilar:istanilon iki natural adadin comi vo
hasili yena do natural adaddir.Lakin natural adadlor ¢oxlu-
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gunda ¢ixma vo b6lma amallori hamiso aparila bilmir.Iki
natural odadin forgi vo nisbati natural odod olmaya da
bilor. Buna gora do natural adadlar goxluguna yeni adodlor
(sifir,tam monfi adadlor,mlsbat va moanfi kasrlar) slava
edarak,onu genislondirmok zorurati qarsiya ¢ixmigdir. Be-
laliklo, R={r} rasional odadlor ¢oxlugu yaranmisdir. R
coxlugu monfi vo misbat isaralori bltin tam adadlordon,
kasrlodon va sifirdan togkil olunmusdur.

Molumdur ki,har bir rasional r adadi p vo q iki ado-

din nishatir = g(q +0)soklinda géstarilir.
Teorem. BUtun rasional adadlar coxlugu hesabidir.
isbatl.E (p=1,2,...) soklindo olan bitiin rasional kosr-

lor ¢oxlugunu Eyilo isaro edok. Echesabi ¢oxlugdur. Ay-
dindir ki,har bir misbat rasional adod Ey (k=1,2,...) cox-
luglarimin he¢ olmasa birisino daxildir. Hesabi sayda he-
sabi Ey ¢oxluglarmin birlogmasi

"
k=1

hesabi oldugundan biitiin miisbat rasional adadlor ¢oxlugu
hesabidir.Buradan monfi rasional adodlor ¢oxlugunun vo
bitun rasional adodlor ¢oxlugunun hesabi olmasi aydindir.

Sonralar riyaziyyatin inkisafi gostormisdir Kki,uzunlu-
gun Ol¢iilmasi, tanliklarin hall edilmasi va.s. kimi ¢ox sado
mosalalarin holli rasional adadlor ¢oxlugunda miimkin
deyildir. Buna g0ra do rasional adadlor ¢oxluguna yeni
odadlor alavs edilorok onu genislondirmak zarurati qarsiya
cixmisdir. Belaliklo, rasional adadlor (R ¢oxlugu) va yeni
daxil edilon (irrasional odadlor adlanan) adadlor birlikds
hagigi adodlor coxlugunu amalo gotirir.irrasional adadlor
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coxlugunu I vo haqigi odadlor ¢coxlugunu H ilo isaro edok,
onda:
H=RUI

Irrasional odadlorin bir-birina ekvivalent bir ¢ox to-
riflori vardir. Bu toriflorin hor birina asaslanaraq haqiqi
adadlar nozariyyasi qurulur vo bu nazariyys elmi sokildoa
osaslandirilir.

Riyaziyyatda hoqiqi odadlorin Dedikind, Kantor, Ve-
yerstras Vo b. nozariyyslori vardir.

Hoaqiqi adadlar ¢oxlugunda ¢ixma va bolmo amalloari,
toplama va vurma amallarinin tarsi kimi tayin olunur.

Orta moktobin riyaziyyat kursundan malumdur Ki,
har bir rasional adad sonsuz dévri onlug kasr (sonlu onlug
Kosri dovri sifirlar olan sonsuz dovri onluq kosr hesab edi-
rik)soklindoa g0starilir. Tarsina, har bir sonsuz dévri onlug
kasr isa rasional odadi ifados edir.

Demoli, rasional adadlar ¢oxlugu sonsuz dovri onluq
kosrlor ilo Ust-Usto diigiir. Dovri olmayan sonsuz onluq
kasrlar (vo ya bela kasrlorlo ifado olunan adadlor) goxlugu
iso irrasional ododlor coxlugunu toskil edir. Irrasional

adadloro v2,+/3, V5, T va s. misal ola bilar.
Verilmis torifo osaslanaraq haqiqgi adadlorin bitin
xassalorini muoyyan etmak olar.

1.4. Nizamh ¢oxlugun xassalari

a)Nizamhhq xassasi
Bos olmayan X={x} coxlugunun istanilan iki x; X

Va X, X elementlari arasinda ii¢ X;<X»,X;>X, V@ X=X,
munasibatindan ancaq biri 6danilarss va eyni zaman-
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da, X;<X, VaX,<X3; olmasindan X;<X3 ¢ixirsa, onda hamin
coxluga nizamh ¢oxluq deyilir.

Hoqigi adadlarin barabar, boylk va kicik (=,>,<) ol-
masina yuxarida verdiyimiz tariflor hoqiqi oadadlor ¢oxlu-
gunu nizamlamaga imkan verir. Homin toriflors asasan is-
bat etmoak olar ki,hogiqi adadlor ¢oxlugu nizamli ¢oxlug-
dur,yani hagiqi adadlor iigilin asagidaki xassa dogrudur.

Istonilon haqgigi a vo b adodlori iiciin asagidaki iic
munasibatdon ancaq biri dogru ola bilar:

a<b,a=b, a>b.

Bu zaman a<b va b<c olarsa, ondaa<c olmalidir.

b)Sixhq xassasi

Istonilon iki mixtolif hogigi a vo b odadi arasinda
hec olmasa bir hagiqi ¢ odadi vardir.Yoni a<b (va ya a>b)
olduqda ela haqiqgi ¢ adadi var ki,a<c<b (a>c>b) olur. Mo-

solon,a<b oIduqdaC:%adadi a<c<b borabarsizliyini

0doyir.Buradan aydindir ki,iki miixtolif hagiqi odod ara-
sinda sonsuz sayda haqiqi adod vardir.

c) Arximed xassasi

ki muxtalif a>0 va b>0 haqiqi adadi liciin natural
n adadi var ki, na>b olar.

d) Qeyri-hesabi olmasi

Butdn haqiqgi adadlar ¢coxlugu qeyri-hesabidir.

Bu xassonin dogrulugu yuxarida isbat edilmis 3-cU
teoremdon va haqiqi adadlarin torifindon aydindir.

Hoaqiqi adadlar ¢oxlugu rasional va irrasional adadlor
coxlugunun birlogsmasindan ibarat oldugundan va rasional
odadlar ¢oxlugunun hesabi olmasindan, irrasional adadlor
coxlugunun geyri-hesabi olmas1 aydindir.
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Hoqiqi adadlor goxlugunun bundan basqa digar xas-
salori do vardir.

Misallar.

Sonuncu  sokil asagidaki diisturun dogrulugunu
tosdiglayir:

An(BuC)=(AnB)U(ANC)

Coxluglar nazariyyasinda ikilik prinsipi muahim
ohamiyyat kasb edir. O, asagidakilara asaslanir:

1.Comin (birlogsmoanin) tamamlayicisi tamamlayicila-
rin Kasismasina (hasilino) baraboardir:

S\UA=N(S\ Ay

2. Kasigsmonin (hasilin) tamamlayicis1  tamamlayi-
cilarin birlosmasina (comino) boaraboardir:

S\NA,=U(S\ A)

Ikilik prinsipinin mogzi ondan ibarotdir ki, geyd
olunmus S ¢oxlugunun alt¢oxluglar1 sistemina aid istonil-
on borabarlikdon biitiin baxilan ¢oxluglart onlarin tamam-
layicilari, ¢oxluglarin birlogsmolorini kesismoalori, ¢coxlug-
larin kasigsmoalarini isa birlosmalariylo avaz etmoak yolu ils
tam avtomatik suratds basqa (ikilik) baraborlik alina bilor.

iki sonlu ¢oxluq 6z elementlorinin sayma goéro miiga-
yiso oluna bilor. Basqa ciir ifado etsok: iki sonlu ¢oxlug
arasindaki inikas biyeksiyadirsa (yani, hor iki ¢oxlugun
elementlorinin qarsilight birqiymatli uyguluq miinasibati
movcuddursa), onda onlar1 miigayiso etmak olar.

Indi iso coxluglar tizorinda omollora dair bir sira
tapsirigin hallini nazordon kegirak][3].
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1.5.Coxluglarin Dekart hasili

n elementdon ibarat X, , X,, . .., X, ardicilligini (x,,X,
s X, ) 1lo isaro edok. Burada dairovi motarizolor element-
lorin yazilma sirasmi gostormok tgun istifads olunur. Mo-
salon, agar x, # X, IS, onda (X, X, ..., X, ) ardicilhigi(x, X,
vy X, ) 1lo Ost-Osto diismiir. Belo siran1 n uzunluglu yigim
adlandiraq; 2 uzunluglu yigimu iso cltlik adlandiraq.

Tutaq ki, A A, ,...,A, kimi isaro edilmis n dono GoXx-
luq verilmisdir. X, €A, X, € A, ..., X, € A, sortini 6dayan
batin (x,,X, ..., X,) yi@imlart ¢oxluguna A A, ,..., A,
coxluglarinin birbasa vo ya Dekart hasili deyilir vo asagida-
k1 kimi isara olunur:

A XA, X XA

Diger isarolomodan istifads etmaklo A, A, ..., A,
coxluglarinin Dekart hasilini qisa sokildo asagidaki kimi

do yazmagq olar: ﬁA .
i=1

Misal 1.10. Tutaq ki, X={0,1}, Y={x,y}.
Onda, alariq: XxY={(0,x),(0,y),(1,x),(1,y)},
YxX={(x,0),(x,1),(y,0).(y.1)}.
Demali, XxY = YxX.
Cox zaman eyni ¢oxluqglarin diiz hasilindon istifads
edirlor. Bu halda AxAx ... xA(vuruglarin sayt n -o
borabardir) avazino A"isaralomasi gotirilr.

n:
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1.6. Inikas. Siniflara b6lma. Coxluglarin giicii

Ogar M ¢oxlugundan olan har bir a elementina N
coxlugundan miioyyan f qaydasi ilo bir vo ancaq bir b
elementi uygun olaraq qars1 qoyulursa, onda bu uygunluq
“funksiya” adlanir. Burada Mverilon funksiyanin toyin
olunma oblast1, N isagiymatlor ¢oxlugu (dayismo oblasti)
adlanir.

Basqa sozlo desak, bir goxluq digarins inikas olunur.
Odur ki, “funksiya” anlayisi “inikas” anlayisiyla ovoz
oluna bilsndir.

f qaydast ilo M-dan N- o inikas (“funksiya”) f: M— N
Kimi isara olunur.

f inikasi zaman1 aeM-a qars1 (uygun) qoyulan b=f(a)
elementi (beN)a-nin obrazi (surati), a iSo b-nin proobrazi
(6rnayi) adlanir vo a=f~1(b) il isaro edilir.

Ogor f(M)=N olarsa, onda fM-in N-o inikas: adla-
nir.f (M) < N olduqda isa, f -0 M-in N-ds inikasi deyilir.

Ogor ixtiyari  X;#X,eM i¢clin onlarin obrazlar
ui=f(Xy)vo U, = f (X;) do muxtolif olarlarsa (u;#u,), onda
f inikas1 inyeksiya adlanir.

f: M— N inikasi eyni zamanda syuryeksiya vo in-
yeksiyadirsa onda o, biyeksiya vo ya M va N arasinda qar-
siligl birgiymatli uygunluq(yani, biyektiv inikas) adlanir.

Inikasin osas xassolorini sorh edok. Bu xassalori teo-
remlorla(isbatsiz) verak.

Teorem 1. iki ¢oxlugun cominin (birlosmasinin) pro-
obrazi onlarin proobrazlarinin comina barabardir:
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fHAUB) = fHA) Uf (B).

Teorem 2. Iki ¢oxlugun kosismosinin proobrazi on-
larin proobrazlarinin kasismasine baraboardir:

fHANB)= YA Nf(B).

Teorem 3. Iki ¢oxlugun birlosmasinin obrazi onlarin
obrazlarinin birlogsmasinag barabordir:

f(AUB) =1 (A) Vf(B).

Lakin, iki ¢oxlugun kosigsmoasinin obrazi iso onlarin
obrazlarinin kasismasino barabar olmaya da bilor.

Masalon, tutaq ki, baxilan inikas miistavinin X oxuna
proyeksiyalanmasidir. Onda asagidaki pargalar kosis-
mirlar, lakin eyni zamanda, onlarin obrazlar {ist-lsto di-
sur:

0<x<1, y=0,
O<x<1,y=1

Isbat etmok olar ki, tamamlayicinin proobrazi proob-
razin tamamlayicisina barabardir.

Coxluglar1 elementlarinin muayyan olamatlarine go-
ra sinifloro bolmak olar. Tutaq ki, M - hor hans1 ¢oxlugdur
Vo onun bir sira elementlori (a,b) ciitii “nisanlanmisdir”.
Ogor (a,b) ciiti  “nisanlanmigdirsa”, onda a elementi ¢
minasibatlo b elementi ilo slagadadir,deyacayik: agb. Bu

¢ munasibati asagidaki xassolori 6dadikds ekvivalentlik
muinasibati adlanir:

1. Refleksivlik: aga (ixtiyariacM Ggin).

2. Simmetriklik: ogor agb iso, onda bga (ixtiyari
a,beM dcun).
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3. Tranzitivlik: oagor apb vo b c iso, onda agcC
(ixtiyari a,b,ceM Ugun).

Bu sartlor M ¢oxlugunun ¢ minasibati (slamati) va-
sitasila siniflora bolinmasi Gglin zaruri vo kafidir.

Ekvivalentlik anlayis1 daha genis anlayis olan

apbe MxM =m?
binar munasibatinin xiisusi halidir vo o da yuxaridaki ii¢
xassani odayir.

Tarif. ki M vo N ¢oxlugu onlarn elementlori ara-
sinda qarsiliglt birgiymatli uygunluq oldugda ekvivalent
adlanirlar.(M~N kimi isara olunur). Odur ki, hesabi ¢ox-
luga natural adadlor ¢oxluguna ekvivalent ¢oxluq kimi do
torif vermok olar.

Teorem. [0; 1] parcasina daxil olan haqiqi odadlor
coxlugu geyri- hesabidir.

Coxluglarin ekvivalentliyino dair isbatsiz olaraq asa-
gidaki teoremi verok.

Kantor — Bernsteyn teoremi

Tutaq ki, A vo B iki ixtiyari coxluqdur. Ogor A ¢ox-
lugunun B ¢oxlugunun Bj alt¢oxluguna garsiligh birqiy-
moatli f uygunlugu vo B ¢oxlugunun A ¢oxlugunun A, alt-
coxluguna qarsiligh birqiymatli g uygunlugu méveuddur-
sa, onda A va B ¢oxluglari ekvivalentdir.

[0;1] parcasindaki  hoqiqi adadlor ¢oxluguna
ekvivalent ¢oxlugun giicii kontinumdur, deyirlar.

A coxlugunun giiciinii m(A) ilo isaro edok.Ixtiyari A
va B ¢oxluglari iiglin: ya m (A) =m (B), ya

m(A) > m (B), yaxud da m(A) < m(B).
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A ¢oxlugunun elementlori saymi n(A) kimi isaro
edok.

Ogor AnB = @ olarsa, onda AuB c¢oxlugunun
elementlorinin say1 asagidaki kimi tayin olunur:

n(A U B) =n(A) + n(B).

Bu gayda istonilon cit-clt kasismayan sonlu sayda
olan sonlu ¢oxluglarin birlagsmalarinin elementlori sayinin
tapilmasina da samil edilir.

Ekvivalent ¢oxluqlarin elementlorinin saylari bora-
bordir.

Tutaq ki, A va B ixtiyari iki sonlu ¢oxlugdur. Onda
onlarin birlogmasinin elementlori say1 asagidaki diisturla
hesablanilir:

n(A v B) =n(A) + n(B) - n(AnB).
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11 FOSIL.QEYRI-HESABI COXLUQ. HOQIiQI
ODODLORIN HONDOSI TOSVIRI

2.1.Qeyri-hesabi ¢oxluq

Tarif: Hesabi olmayan sonsuz ¢oxluga geyri hesabi
(va ya hesabi olmayan ) ¢oxluq deyilir. Torifdon aydindir
ki, eynigiiclii olan iki sonlu ¢oxlugun elementlorinin say1
barabordir.Belo toklif “mioyyan monada” sonsuz ¢oxlug-
lar Giclin do dogrudur. Masalon, eynigiiclii olan X={n*}
voY={2n} sonsuz ¢oxluqlarinin elementlori eyni “sayda-
dir”, lakin onlarin elementlarinin “saymi” ifado edon natu-
ral adad yoxdur.

2.2.Dlz xatt Gzarinda koordinat sistemi. Haqgiqi adadle-
rin handasi tasviri

Hoqiqi odadlor hondasi olarag odad vo ya koordinat
oxunun noqtalari ilo gostarilir.Verilmis diiz xatt Uzarinda
baslangic adlanan O noqtasi,0l¢u vahidi va misbat istiga-
mot secildikds deyirlor ki, homin diiz xatt Gzarinds koordi-
nat sistemi toyin olunmusdur. Bu halda diiz xatt koordinat
oxu, O noqtasina isa koordinat baslangici deyilir (bax: so-
kil 1a,b).

a) o] B M

b) -3 2-101 23 4 -
O AN -
Sakil 1.
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Koordinat oxu zarinds istonilon M noqtasi gotirak.
OM pargasini vahid OB pargasi ilo Ol¢dlikda natica birx
adadi ils ifads olunur.OM parg¢asinin istigamati OB-nin is-
tigamoti ilo eyni oldugda homin x odadi misbat (x>0),
muxtalif oldugda iso monfi (x<0) hesab edilir. M noqtasi
O ilo Ust-Usts diisdiikds x=0 olur.Bels tayin olunan x ado-
dino OM parcasiin giymati deyilir vo x=0OM ila isara
olunur.

Hoar bir haqigi x adadi lglin ox Uzarinds elo yegana
M noqtasi var ki, x=OM olur. x>0 oldugda M ndqtesi O
nogtasinin oxun mishat istigamati torafinds, Xx<0 oldugda
iIso O nogtasinin oxun mdishat istigamatinin aks torafinds
yerlosar (sokil 1).

Belolikla, har bir haqgigi adado oxun mioayyan bir
nogtasi va tarsine,oxun har bir négtasine bir haqiqi adad
uygun olur. Bu halda verilmis oxa adad oxu,M néqtasi-
N3 uygun olan haqiqi x adadina hamin noqtanin koor-
dinat1 (latinca co-birlikda,ordinatus nizamlanmis,mii-
ayyan demokdir) va M noqgtasina x adadinin handasi
goOstorilisi deyilir. X adadinin M noqtasinin koordinati
olmasi1 M(x) saklinds yazilir.

Adoton, odad oxu Ufiliqi duz xatt vo onun (zarinds
misbat istigamat soldan saga taroaf gotrulr.

Aydindir ki,haqiqi adadlor ¢oxlugu ilo adad oxunun
noqgtalori ¢oxlugu arasinda qarsiligh birgiymotli uygunluq
vardir.Buna goro do ¢ox zaman riyazi analizds “haqiqi” X
odadini odod oxu Uzorinds gostoron “ndqto” ovozino “x
noqtosi” isladilir.

Hoqiqi odadlori adod oxunun ndogtalori ilo gostar-
dikdo onlarin bir sira xassolori daha aydin goriiniir. Bu za-
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man haqigi odadlorin nizamliliq vo basqa xassalari po-
zulmur.

Qeyd edak ki,bitin hagiqi adadlari adad oxu lizarin-
doa goOstaran noqtalor hamin oxu (duz xatti) tamamils dol-
durur. Bu, hagiqi adadlor ¢oxlugunun kasilmoazlik (vo ya
tamliq) xassasini handasi olaraq ifads edir.

Hagiqgi odadlari hondasi gdstormok {igiin isladilon
odod oxu borabor hissalara bolundiylndan, (sokil 1b)
yani miintozom skala oldugundan 6l¢iilii kamiyyatlori do
hamin ox Uzarinda handasi gostarmoak olar. Bu haqgda 6lcl
vahidi olaraq segilon pargaya homin komiyyatin adina
uygun ad verilir. Masalan,ox Uizarinds Kiitlo handasi goste-
rilirss,onda O noqtasine m=0 g, A noqgtesino m=1 g, N
noqtasine m=2 q vas. Uuygun olar.

2.3.Duz xatt UGizarinda adad oxu va logarifmik skala

Bozi hallarda mintozom olmayan skaladan,masalon
logarifmik skaladan istifado etmok daha olverislidir. Bu
halda x>1 odoadini loqarifmik skala {izarindo segilmis
mioayyan ndqtadan sagay-lgx masafada yerlagson noqts ilo,
0<x<1 odadini iso hamin ndqtadan solda y|lgx| mosafodo
yerloson ndqto ilo gotorirlor. (v, se¢ilmis miitanasiblik
amsalidir). Loqarifmik skala logarifmik funksiyanin xas-
sasina asaslanir (adad boyldikca onun logarifmi nisbaton
az suratlo artir:

lg 10 =1, Ig 100=2, Ig 1000=3,...).

Biz, riyazi komiyyatlori hondasi gdstarmoak (Ggln

odod oxundan (mintozom skaladan) istifado edacayik.
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2.4. Muntazom skala. Olcii vahidi. Miintazom olmayan
skala

Milntozom skalamin bir xUsusiyyatini geyd etmok
lazimdir. Handoasi silsilo va ya glivvat funksiyasi saklinds
stratlo doyisoan komiyyatin miayyan intervalda doyismo
xarakterini handasi olaraq ayani gérmok Uglin miintazom
skala ¢ox zaman olverisli olmur. Cunki 6l¢t vahidi boylk
goOturuldikds koordinat baslangicindan uzaq ndqtslordo
doyison kemiyyatin grafiki certyoja yerlosmir. Olgii va-
hidi ¢ox kicik oldugda iss grafikin koordinat baslangicina
yaxin hissalorina asason komiyyatin doyismo Xarakterini
gérmok ¢atin olur. Buna goro belo hallarda mintazam
olmayan skaladan, masalon loqarifmik skaladan istifado
etmokdaha olveriglidir. Bu halda x>1 adodini logarifmik
skala tlizorindo secilmis miioyyan noqtedon saga vy-lgx
moasafoda yerloson ndqte ilo, 0<x<1 odadini iss hamin
nogtodon solda vy |lgx| mosafodo yerlogon nogte ilo
gostorirlor (y secilmis miitonasiblik omsahdir).

2.5.9dadi ¢oxlugun xiisusi novlari.Kantor teoremi

Coxlugun biitiin elementlari haqiqi adadlor oldugda
ona adadi ¢oxluqg deyilir. Natural adodlor goxlugu N, ra-
sional adadlar ¢oxlugu R, irrasional adadlor ¢oxlugu I vas.
ododi ¢oxluga misal ola bilor. ©dadi g¢oxluglarin g¢ox
islonan bir sira xiisusi novlarini geyd edok. Mixtalif a vo b
haqiqi adadlarini gotiirarak a<b oldugunu gobul edak.

Torif.a<x<b barabarsizliyini ddayan butin haqiqi
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x adadlari ¢oxluguna interval deyilir vo (a,b) ils isars edi-
lir: (a,b) = {x| a<x<b}.

Coxlugun o6ziina daxil olmayan a va b adadlarina
intervalin uclari, (b-a) fargine isa intervalin uzunlugu
deyilir.

Handasi olarag, (a,b) intervali adoad oxu zarinds a
Vo b noqgtolori arasinda yerlason noqtalor ¢oxlugundan
ibaratdir.

Misal 1. -1<x<1 barabarsizliyini 6doyan x odadlori
coxlugu

(-1, 1) = {x|-1<x<1}
intervalini togkil edir.

Tarif. a= x = b barabarsizliyini 6dayan x adadlari
coxluguna parca va ya segment deyilir. Parca [a, b]
saklinda gostarilir:

[a,b] = {X| a=x = b}.
a va b adadlarina parcanin uclari, b-a fargina isa par-
canin uzunlugu deyilir.

Aydindir ki, (a,b) intervali ilo [a,b] pargasinin uzun-
luglar1 barabardir(Sakil 2).

Hondasi olaraq [a,b] pargast dedikds adad oxu Uze-
rindo a vo b noqtalari vo onlarin arasinda yerlagon bitiin
noqtalar ¢oxlugu basa disiiliir (Sakil 3).

- (a,8) g

O

o

8
(a,b] 8

a
o —p
a Zz

Sakil 2. Sakil 3.
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Misal 2. -1= x = 1 borabarsizliyini 6doyan x adadlori
coxlugu [-1,1] parcasin1 toskil edir:

[-1,1] = {X|-1=x=1}.

Tarif. a=x < b barabarsizliyini 6dayan x adadlari
coxluguna soldan gapali yariminterval, a<x=b bara-
barsizliyini 6dayan x adadlari ¢coxluguna isa sagdan ga-
pali yariminterval deyilir. Bunlar uygun olaraq asagi-
daki kimi isara edilir:

[a,b) ={Xla=x<b} vao (ab]={xla<x=b}

Aydindir ki,uygun olaraq soldan vo sagdan qapali
[a,b) va (a,b] yarimintervallarinin uzunluglart barabordir,
b-a forgi onlarin uzunlugudur.Yeni isaralor do gobul edak.

Butin haqiqi odadlor ¢oxlugu (—e=,2) soklinda gos-
torilir. Buradaki == “sonsuzluq” odod deyildir, ancaq sim-
volik isaradir. Onun ayriligda he¢ bir monas1 yoxdur.Ona
muoayyan toklif vo ifadalordo mona verilir.Cox zaman bi-
tin hogiqgi odadlor goxlugunu -o= << x < = goklinds isaro
edirlor. Qeyd etmok lazimdir ki,axirinc1 miinasibat sonsuz-
luq isarasinin haqiqi adadlorlo bir ndv slagasini do muoay-
yan edir.

Hor hansi hoqigqi a odadindon boyuk olan butln
adadlor ¢oxlugu (a, +=) ilo isaro edilir. a adadindon Kigik
olmayan bitiin haqiqi adadlor ¢oxlugunu isa [a, +=) ilo
isaro edocayik (a odadi axirinci ¢oxluga daxildir). Eyni
gayda ilo (-e=,a) vo (-w=,a] adadi g¢oxluglarmi da tayin
etmok olar.
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Misal 3. -3 =x<+Zminasiborini 6doyan hogigix
odadlori ¢oxlugu soldan qapali [-3,42) yarimintervalini
toskil edir.

Odadi ¢oxlugun baxdigimiz ndvleri arasinda belo
bir minasibat vardir: har bir interval istanilon parca,
yarimox va bitin adad oxu ila ekvivalentdir.

Teorem (Kantor teoremi):

Istanilon [a,b] (a= b) parcasimn ((a,b) intervah-
nin) noqtalori coxlugu qeyri-hesabidir.

Biitiin pargalarin vo intervallarin eynigiiclii olmasin-
dan aydindir ki, Kantorun bu teoremini [0,1] pargasi {igiin
soylomoak kifayatdir.

Tarif. [0,1] parcasmin biitiin noqtalori coxluguna
ekvivalent olan har bir ¢oxluga kontinuum gutcli
coxluq deyilir.

Buradan alinir ki, istonilon[a,b]parg¢asi,(a,b) interval
va ham do butlin adad oxu kontinuum gucli goxlugdur.

Hor bir parcamin biitiin noqtalori ¢oxluguna
kontinuum deyilir.
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III FOSIL. MUTLOQ QiYMOT HAQQINDA
TEOREMLOR

3.1. Haqigi adadin mutlaqg giymati.

Tarif. Monfi olmayan vo
|x| ={ X, 9gar x> 0olarsa
—X,9gar x < 0 olarsa
kimi toyin olunan |x adadine hagigi x adodinin miitlog
giymati ( vo ya modulu) deyilir.
Askardir ki, istanilon haqigi X adadi Uglin:
X=]-%, x<|x, -x<|x (1)
Misal 1.
-31=3,13 =3,|- 2| =5.1-1,2 =1,2 ,|0] =0
X odadi odod oxu Uzorindoki M noqtesinin koordinati
olduqda |x| ododi OM pargasinin uzunlugunu gostorir.

3.2. Mtlaq giymat haqqinda teoremlar

Mitloq giymatin bir sira mithiim xassalorini geyd
edok.
Teorem 1.
X<M 2)
barabarsizliyi
-M<x<M 3
barabarsizliklari ila ekvivalentdir (eynigucludur).
Isbati. (2) boraborsizliyi dogru olduqda (1) miinasi-
batlorina gora
X<M va -x<M.
Ikinci borabarsizliyin hor iki torofini -1-0 vursag:
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X<M va x>-M
Vo ya (3) minasibati alinar:
-M<x<M
Indi isa (3) borabarsizliyinin 6donildiyini forz edok.
X >0 oldugda |x| = x vo x<M avazine |X <M
barabarsizliyini yazmagq olar.

OM(x)
M(X) 0 R . — >
et * ‘M X0 +M

Sokil 4. Sakil 5.

x <0 oldugda |x|= -x va (3) barabarsizliklorinin sol
torafine gére M>-x va ya M>|x| (Sokil 4).

Bununla da teorem isbat olunur.

Qeyd (2) boraborsizliyi vo ya (3) borabarsizliklori
gostorir ki, x adadi (-M,M) intervalinda yerlosir (sokil 5).

Teorem 2. x <M barabarsizliyi -M<x<M bara-
barsizliklari ila ekvivalentdir.

Bu teorem 1-ci teorem kimi isbat olunur.

Teorem 3. |x>M oldugda x>M, x<-M barabarsiz-
liklarinin biri 6danilmalidir.

Teoremin dogrulugu miitlagq giymatin tarifindon ay-
dindir.

3.3.Camin, farqin, hasilin, nisbatin mutloq giymati
haqqinda teoremlar

Teorem 4. Iki haqigi adad cominin miitlag giyma-
ti, hamin adadlarin mutlaq giymatlari comindan boyuk
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deyildir:
-+ v <[ +]y] (4)
Isbati. Burada iki hal ola bilor:
1) x+y>0. Onda miutloag qiymatin torifina goro
X+ y|=x+Yy va (1) barabarsizliklsrinin ikincisins asasan:
X+ y[=x+y<[x+]y]
2) x+y<0. Bu halda da
[x+y|=-(xy) = (0)+(-y) <[} +]y]
Bununla da teorem isbat olunur.
Qeyd. Isbat etdiyimiz 4-cl teorem sonlu sayda
ixtiyari hogiqi odadlorin comi tgiin do dogrudur.
Xy + Xy X | S [X |+ %+ X (5)
Bu toklifin riyazi induksiya metodu ilo 4-cl
teoremdon istifads etmokls asanligla isbat etmok olar.
Teorem 5. Iki haqigi adadin forginin miitlag
giymati, onlarin miitloaq qiymatlori farqgindon Kigik
deyildir:
x=yi= X~y (6)
Isbati. 4-cii teoremo goro
M =|0x=y) + [ <|x=y]+]y]
Vo buradan
X[ =[y] <[x=.
Teorem 6.
x=y1= X~y (7)
barabarsizliyi dogrudur.
Isbati. ©Ovvalki teorema asasan

[x=y|= =]y
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Vo
x=y[=ly=x= |y
Buradan da (7) barabarsizliyi alinir.
Teorem 7. iki hagiqi adad hasilinin miitlag giyma-

ti hamin adadlarin mitlag giymatlarinin hasilina bara-
bardir:

-y =]x-[y 8)
Dogrudan da, x>0 vo y> 0 oldugda xy>0 va
x-y|=xy =|x-|y|x>0 vo y< 0 oldugda iss xy< 0 vo yens
do |x-y|=—(xy) =x-(=y) =|x|-|y|. Ardi aydindir.
Natica. Sonlu sayda Xy, X», ..., X, adadlari Uglin
Xy X - X | =[] %o o X4 |
Minasibati dogrudur. Dogrudan da, (8) miinasibatina goro
Xy X e X | = X X e X =X X ] [Xs X
= e =X XX |
Teorem 8. Iki haqgigi adadin nisbatinin miitlag
giymati hamin adadlarin mutlag giymatlari nisbatina
barabardir.
X
_:Uv (yiO) (9)
yl Iy
Teoremin isbat1 agkardir.
Misal 2. Barabarsizliyi hall edin: |x—3/<2

1-ci teoremos gora

X

-2<x-3<2
Bu barabarsizliklorin bittin taraflorina 3 adadini ala-
Vo etsok
1<x<5.
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Misal 3. . Borabarsizliyi hall edin:
2x-1/<3
—3<2x-1<3
Vo ya
-2<2x<4
-1<x<2

3.4. 9traf anlayisi. 9trafin daxili vo sarhad noqtalori.
Limit nogtasi

dtraf anlayisi

Tarif. Verilmis haqiqi X adadini (hondasi olarag X
noqtasini) 6z daxilina alan har bir intervala hamin adadin
atrafi deyilir.

(e, B) interval1 Xq adadinin atrafi oldugda

a <Xp< f munasibati Odonilir. (—1,1),(—%,1), (-13)

va (-1, %) intervallar1 sifir adadinin otrafidir.

(Xo- &, Xot &) >0 intervalinda X, adadinin (n6qte-
sinin) & -atrafi, X adadina ¢ -atrafin moarkazi, &-adadina
ISo ¢ -otrafin radiusu deyilir.

Askardir ki, Xgndqgtesinin ¢ - otrafinda yerloson har
bir x adadi Uglin Xo- € <X< Xg+ & miinasibati ddonilir.Bu
barabarsizliklorin bitln taraflorine -Xq odadini alavo etsok:

- & <X-Xg< & @

(1) mdinasibati iso yuxarida icbat etdiyimiz 1-Ci

teoremo goro
x=X,|<e& 2)
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barabarsizliyi ilo ekvivalentdir.

Demoli, xgnogtesinin ¢ -atrafinda yerloson ixtiyari x
adadi Uglin (2) barabarsizliyi 6danilir.

Qeyd edok ki, Xo adadinin ixtiyari ( «, B ) otrafi da-
xilindo yerloson homisa mioyyan ¢ -atraf vardir. Buna
inanmagq Uglin ¢ odadi olaraq £ —X, Vo X, —a adadlarinin

har birindan kigik misbat adadi gotlirmok kifayatdir.

Daxili va sarhad noqtasi

Torif. X= {x} ododi ¢oxlugunu gotiirok. Verilmis
X, € X noqtesinin X ¢oxluguna tamamilo daxil olan har
hansi otrafi varsa, onda X,n0qtssine X ¢oxlugunun daxili
noqtasi deyilir.

X, nOgtasinin istonilon otrafinda hom X c¢oxluguna
daxil olan vo hom do daxil olmayan noqtealar yerloasirss,
onda x,nogtasine X coxlugunun sarhad noqtasi deyilir.
Coxlugun biitiin sarhad noqtalori goxluguna hamin ¢ox-
lugun sarhaddi deyilir.

Misal 1. X=[a,b] (a<b)goxlugunun a<xo<b bora-
barsizliyini 6dayan har bir néqtesi (elementi) homin ¢ox-
lugun daxili noqtasidir. a vo b noqgtalari isa hamin ¢oxlu-
gun sarhad noqtalaridir va goxlugun 6ziine daxildir.

Misal 2. X=(a,b) coxlugunun har bir ndgtasi hamin
¢oxlugun daxili noqtosidir. a vo b noqgtalori yeno do gox-
lugun sorhad noqgtaloridir, lakin bu halda onlar ¢coxlugun
0zlno daxil deyildir.

Misal 3. X={0,1,2}¢oxlugunun biitiin noqtalori he-
min ¢oxlugun sorhad ndqtaloridir.

Limit nogtasi

Tarif. X ndgtasinin istanilon otrafinda X ¢oxlugunun
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hoamin noqtadan fargli he¢ olmazsa bir ndqtasi varsa, onda
Xo nogtasine X coxlugunun limit noqtasi deyilir.

Aydindir ki, bu torifi belo do demak olar: X, ndqtasi-
nin istanilon atrafinda X ¢oxlugunun sonsuz sayda noqtasi
yerlosdikdo ona hamin ¢oxlugun limit noqtosi deyilir.

Coxlugun limit noqtalorinin say1 sonlu va ya sonsuz
ola bilar, yaxud da heg¢ limit ndqgtasi olmaya bilor.Verilmis
coxlugun limit néqtalari hamin ¢oxlugun 6ziino daxil ola
da bilar, olmaya da bilar.

3.5.Qapal ¢oxluq. izols edilmis néqto

Bitin limit noqtalori 6zlno daxil olan coxluga
qapal ¢oxluq deyilir.Qapali coxluga [a,b] pargasi misal
ola bilar.

Tarif:X coxluguna daxil olan Xq ndqtasinin hamin
coxlugun hec¢ bir elementi yerlosmoyon otrafi olduqda,
XonoQtasine X ¢oxlugun izols edilmis noqtasi deyilir.

Misal 4. X=[a,b] ¢oxlugunun biitiin néqtalori 6zu-
ndn limit néqtasidir vo homin ¢oxluga daxildir.

Misal 5. X=(a,b) ¢oxlugunun biitiin noqtalori va a, b
noqtalori onun limit ndgtaloridir. Bu ¢oxlugun limit noqte-
lorinin bir hissasi, yoni (a,b) intervali, homin ¢oxlugun
0zlno daxildir; (a,b) c X, a va b ndqgtalari iso hamin ¢oxlu-
gun 6zilino daxil deyil.

Misal 6. Sonlu X={0,1,2} ¢oxlugunun he¢ bir limit
ndqgtasi yoxdur. 0, 1 va 2 ndqtalarinin har biri X ¢oxlugu-
nun izols edilmis noqtasidir.

37



IV FOSIL. FUNKSIONAL ASILILIQ

4.1. Dayison kamiyyatlar. Funksiya. Haqiqi dayi-
sonli funksiya. Funksiyanin tayin oblast1 va giymatlor
coxlugu

Mixtolif ododi giymatlor ala bilon komiyyatlara
dayison kamiyyatlar deyilir. Adston, riyaziyyatda doyison
komiyyatlor X,y,z, ... ilo, sabit komiyyatlor iso a,b,c, ... ilo
isaro edilir.

Doyismo xarakterino gora doyison kamiyyatlor osa-
san iki grupa bolundr:

1.Sonlu va ya hesabi giymatlor ala bilon doyison ko-
miyyatlor.Bunlara diskret tipli vo ya sadaco, diskret da-
yison kamiyyatlar deyilir.

Masalon, doyison x kamiyyati ancaq 2,4,6,8,.. qiy-
matlorini ala bilirss, o diskret doyison komiyyatdir. Dis-
kret doyison komiyyata basqa bir misal natural 1,2,3,...., n,
.. odadlorini ala bilon dayison komiyyotdir. Belo doyison
komiyyato <<tam giymatli dayison >>deyilir va nilo isaro
edilir.

2.0z doyismo oblastindaki hor hansi X=X, Vo X=X;
giymatlori ilo barabor, hamin ododlor arasinda yerloson
butln haqiqi adadlari, yani Xo<x< X; giymatlorini ala bilon
dayison kamiyyatlor. Belo doyison komiyyatlora kasilmaz
tipli doyisan kamiyyatlar deyilir.

Moasalan, (0,1) intervalindak biitiin qiymatlori ala bi-
lon x kamiyyati kasilmoz tipli doyison kamiyyatdir.

Dayison x kamiyyatinin ala bildiyi batin giymatlor
coxluguna onun dayisma oblasti deyilir. Masalon, x ko-
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miyyati [a,b] parcasindaki biitiin giymatlori ala bilirso,
onda [a,b] pargasit onun doyisma oblastidir. X (vo ya n)
diskter doyison kamiyyati bltin natural adodlori ala bilir-
ss, onda N={1,2,3,...,n,...} ¢oxlugu onun doyisma ob-
lastidir.

Qeyd etmok lazimdir ki, kasilmoz tipli x dayison
komiyyatinin doyisma oblast1 (a,b) intervali, [a,b] pargasi,
(a,b], [a,b), [a,0) Va (-o0,a] yarimintervallar1 vo bltin adad
OXU (-00,00) va S. 0la bilar.

a) Funksiya

Verilmis x vay doyison Kamiyyatlori bir-birindon asili
olmayaragq istanilon giymatlori ala bilirsa, yani birinin al-
dig1 qiymatlor, o birinin bu vo ya basqa qiymatlori alib-
almamasindan asili deyilss, onlara asili olmayan vo sor-
bast doyisan kamiyyatlor deyilir. Aydindir ki, bela dayison
komiyyatlori ayriligda 6yranmayin heg bir monasi yoxdur.
Buna g0ro do riyaziyyat elmindo asili olan dayison ko-
miyyatlor dyronilir.

Tarif : Doyismo oblastlari uygun olaraq X vo Y olan
Iki X va y doyison kamiyyatini gotlrok. Hor hansi f qayda
Vo ya ganunu vasitasilo doyison X kamiyysatinin X doyis-
mo oblastindak1 har bir giymatine,doyison y kemiyyatinin
muayyan bir giymatini (Y ¢oxluqundan ) uygun vo ya gar-
s1 qoymaq mumkidirsa, onda X ¢oxluqundan Y ¢oxlugu-
na funksiya ( X coxlugunun Y-o inikas1) verilmigdir de-
yilir vo y=f(x) ilo gdstorilir.

Funksiya bazon

Y=y(x) ,y=f(x) , y=¢(X) , y=F(x)
Vo s. soklindo gostorilir. Bu ifadolordoki f,¢,F... horflori

hor hansi ganun vo ya gaydalar vasitssilo x — in verilmis
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giymatina y-in uygun giymatinin garsi qoyulmasini gos-
torir.

b) Hoaqiqi dayisonli funksiya

Riyaziyyat kursunda doyison komiyyotlor Oyro-
nilir. Dayison komiyyatlor iki néve boliiniir. Bunlardan
birincisi sarbast doyison komiyyatlor, ikincisi iso sarbast
doyisonlordon asili olaraq doyison komiyyatlordir. Asili
olaraq doyison komiyyatlora funksiya deyilir.

Masalan, daironin sahosindo (S= 7 R2) radius
sorbost doyison, daironin sahosi iso funksiyadir.

¢) Osas elementar funksiyalar

Analitik  Gsulla  verilmis asagidaki  bes nov
funksiyaya osas elementar funksiyalar deyilir.

1.Quvvotfunksiyast: y=Xx* (a € R).

2.Ustlii funksiya: o (a>0,a #1).

3.Loqarifmik funksiya: y=log , x (¢>0,a #1).

4. Trigonometrik funksiyalar: y=sinx, y=cosx,
y=tgx, y=ctgx, y=secx, y=COSecCX.

5. Tars trigonometrik funksiyalar: y=arcsinx,
y=arccosx, y=arctgXx , y=arcctgx, y=arcsecx,
y=arccosecx.

d)Funksiyanin toyin oblast1 va giymatlor ¢oxlugu.

Yuxarida funksiyanin torifindo gétiiriilon X vo Y
coxluglar1 R haqiqi adadlor ¢oxlugunun alt ¢oxluglar
olarsa, onda y=f(x) funksiyasina ododi (vo ya hoqiqi
doyisonli) funksiya deyilir.

X c¢oxluguna funksiyanin toyin oblasti (vo ya
varliq oblast1), Y c¢oxluguna iso funksiyanin doyigsmo
oblasti (vo ya qiymatlor ¢goxlugu) deyilir. Bunu asagida-
ki1 torif soklindoa sdylomok olar.
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Tarif.Verilmis y=f(x) funksiyasinda x arqumentino
adadi qiymot verdikdo funksiya miioyyon sonlu qiymot
alarsa, arqumentin biitiin belo qiymoatlori coxluguna
funksiyanmin toyin oblast1 deyilir.

Funksiyanin aldig1 giymoatlor ¢oxluguna bu funksi-
yanin doyismo oblast1 deyilir.

Bir qayda olaraq funksiyanin toyin oblasti D(f),
doyismo oblasti iso E(f) ilo isars olunur. Torifo asason:

D(f)={x/xeX} voa E(f)={y/ye Y}

Umumiyyoatlo funksiya toyin olunmusdur dedikds
asagidakilar basa diisiiliir:

1)funksiyanin tayin oblasti verilmis olur;

2)funksiyanmin gqiymoatlor coxlugu verilmis olur;

3)tayin oblastimn hor bir qiymotino uygun qiymatlor
coxlugundan yegans bir qiymati gars1 qoyan qayda verilmis
olur.

x=a qiymoti y=f(x) funksiyasinin toyin oblastina
daxil deyilso, ondaf(x) simvolunun monasi yoxdur.

Mosalon, y=f(x)=x! funksiyasinin toyin oblasti
monfi olmayan tam ododlor ¢oxlugudur.

Odur ki, f(3)=3!=6 simvolunun monasi oldugu

halda, f (3,5) vo f (\/E ) simvollarinin monasi yoxdur.

Funksiyasinin tayin oblastinin tayininds asason asa-
gidaki dord hal nazars almaq lazim galir.

1. Moaxracin sifra ¢cevrilmasi.

Bu halda funksiyasinin ifadasind kasr daxil olubsa,
moxracin sifra cevrildiyi néqtalordo funksiya toyin olun-
mur.

2. Ciit doracodan kokiin daxil olmas.

Funksiyasinin ifadasinds ciit doracadon kok istirak
edarsy, kokalt1 ifadanin monfi oldugu néqtalards funk-
siya tayin olunmur.
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3. log o x ifadosinin funksiyaya daxil olmasi.

Yalmz x>0, 0 <a<l va o> 1 olduqda funksiya
toyin olunur.

Ogor funksiyaya bir neg¢o ifado daxil olarsa, onda
funksiyanin toyin oblasti bunlarin hamisinin toyin
oblastlarinin ortaq hissoalori gotiiriiliir.

Misallar: Funksiyalarin toyin oblastini tapin.

_ 42
1. f(x)= 1/Ig ox 2 al funksiya x-in elo qiymotlorindo

toyin olunub ki, x asagidaki sartlori 6dasin
be—xz
4

>0

buradan

_ 2
XX S lvoya xX2—Bx+4<0

borabarsizliyi hall etsok
1<x<4
alariq.
Beloliklo funksiyanin toyin oblasti

D(f)=[14] olur.

Jx2 = Tx+12+1g(x-1)
x> -4
Holli. Vx* - 7x +12 ifadasi |-o0;3[ vo [4;+oc],
lg (x-1) ifadasi Jreo, ifadasi J0:-2[, 1222
X2 _

vo [+ 2+0d[ araliglarinda toyin olunur. Funksiya bu
araliglarin ortaq hissasindo toyin olundugu iigiin

D(H=;2[U] 4;+o[.

2. f(x) =
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Qeyd edok ki, funksiyanin doyismo oblastini toyin
etmok ligiin elo bir gayda yoxdur. Bunu yalniz misalin
xarakterino goro xiisusi qaydalarla tapmaq lazim golir.

Odur ki, funksiyanin doyisma oblastinin tapilmasi
bazan ¢ox ¢atin olur.

3. f(x) = xzz -1 funksiyasinin doyismo oblastini
tapin. t

Holli.y= xzz _411 gotiirok vo bu baraborlikdon x-i
tapaq; T

A /4y -1

y-1

Burada x doyisoninin hoqiqi qiymot almasi ti¢iin

4y -1

y-1
odonilir.

Demoli, E(f)= }— o0; ﬂ U Jts+od .

>0 olmalidir. Bu iso y S% vo y>1 oldugda

4.2.Sarbast va asihi dayisonlor. Funksiyamin grafiki
v3 noqtalorin handasi yeri

Funksiyaya torif verilorkon geyd olunmusdu ki,
y=f(x) funksiyasinda X, X ¢oxlugundan gétiiriilmiis ixtiya-
r komiyyat, y isa f uygunlugu wvasitosilo Y-don
gotiirilmiis miayyan bir kamiyyatdir. GOriindiyd kimi x
Uzorino he¢ bir sort qoyulmamisdir, yoni Sorbast
doyisondir. Y iso X-don asil1 olaraq doyison kamiyyatdir.
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Bu halda x-o sorbast doyison va ya arqument, y-o iso
funksiyanin asili doyisani va ya giymati deyilir. X coxlu-
guna funksiyanin toyin oblasti, Y ¢oxluguna isa onun giy-
moatlori ¢oxlugu deyilir.

F(X) ilo Y ¢oxlugunun elo elementlori goxlugunu
isaro edok ki, onlarin hor biri y=f(x) funksiyasinin heg
olmazsa bir xeX ndqtesinds aldig1 qiymat olsun. Aydindir
ki, f(X)cY vaf(x), Y goxluglar1 barabar olmaya da bilar.

Xdsusi halda, f(x)=Y olarsa, onda deyirlar ki, y=f(x)
funksiyast X ¢oxlugunu Y c¢oxlugu tizorinds inikas etdi-
rir.Bu halda istonilon x;#x; (%, € X , X; €X) Uc¢unf(xy)
#f(x,) olarsa, onda X coxlugunun Y ¢oxluguna y=f(x)
inikasina qarsihgh birqiymatli inikas deyilir.

X ¢oxlugu odadi ¢oxlug oldugda f(x) funksiyasina
haqiqi doyisonli funksiya deyilir.

Tobiotdo asili doyison kamiyyatlor istonilon qodor
coxdur.

Misal 1. R radisulu dairsnin sahasi

S=nR?

Dusturu ilo hesablanr.

Aydindir ki, R radiusu doyisdikdo ona uygun olaraq
dairanin sahasi do doyisacokdir, yani R-in bir qiymatinaS-
in mioayyan bir giymati uygundur. Bu uygunlugla bir
S=f(R) funksiyasi toyin olunur.

Bu funksiyanin uygunluq gqanunu (f) gostorir ki, R-in
verilmig qiymotine S-in uygun olan qiymstini tapmaq
Uclin onu kvadrata ytksaldib naticoni m adadina vurmaq
lazimdir.

Qeyd 1. Torifdon aydindir ki, funksiya verildikdox-
in har bir giymatina onun mioayyan bir y giymati uygun
olmalidir. Bu uygunlugun hanst qanun-gayda vo Yya
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vasitolorlo yaradilmasinin prinsipial he¢ bir monasi yox-
dur. Tarifdo bu uygunlugun xarakteri haqqinda heg bir to-
lab qoyulmur.

Qeyd 2. Torifdo arqgumentin muxtalif giymatlorino
funksiyanin da hokmon mixtalif giymatlorinin uygun ol-
masi1 tolob edilmir.Argumentin butlin giymatlarina funksi-
yanin ancaq bir giymoti uygun ola bilor. Buna goro do
arqumentin batin giymeatlorina eyni sabit C giymati alan
funksiyaya da baxilir.

Verilmis y=f(x) funksiyanin XoeX noqtasinds aldig
giymata onun hamin ndqgtadaki xtsusi giymati deyilir va

Yo=f(x0)=y

Misal 3. F(x)=x*+lgx funksiyasmmn x=1 vo x=10

nogtalarindaki giymatlori
F(1)=1vaF(10)=101olacaqdir.

Funksiyamin grafiki vo noqtalorin handasi yeri

Forz edok ki, y=f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda toyin
olunmusdur. MUstavi Uizarinds diizbucaqli Oxy koordinant
sistemi gotlrok vo absis oxu izarinds [a,b] pargasini geyd
edok.[a,b] pargasinin har hansi ndqtasi X=Xy Vo ya N(X)
olsun. Bu ndqtada y=f(x) funksiyast Yo=f(Xg) giymatini
alir, N(Xo) nogtasindan absis oxuna perpendikulyar ¢okok.
Bu perpendikulyar Uzorindo elo M noqtesi var Ki,
NM=f(x,) olur.

Bundan sonra NM duz xott parcasinin M ndqtasini
f(x) funksiyasinin X=X, noqtesindoki giymatinin handosi
gOstorilisi hesab edacayik. Bu gayda ilo f(X) funksiyasinin
[a,b] pargasinin hor bir ndqtesindoki giymotini handosi
olaraq gostaran noqtoni tapa bilarik. y=f(x) funksiyasinin
[a,b] parcasindaki qiymatlorini hondosi géstoron butin
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noqtalorin handasi yeri homin funksiyanin hondasi goste-
rilisi vo ya [a,b] pargasinda grafiki adlanir. Basqa s6zla,
absislori argumentin giymatlori, ordinatlar isa funksiyanin
arqgumentin  hamin giymatine uygun qiymatlori olan
M(X,y) nogtalorinin handasi yerina y=f(x) funksiyasinin
grafiki deyilir(sokil 1,2).

Toyin oblast1 [a,b] pargasi (vo ya hor hansi sonsuz
coxluq) olan funksiyanin qrafikini praktiki olaraq qurmaq
uclin onun butlin qgiymatlorini handasi gostaran néqtalori
tapmaqg mumkdn olmur.

Buna gora do verilmis funksiyanin grafiki, ya onun
mUioayyon xassalorina asasan va ya da, grafik tzarinds yer-
loson sonlu sayda My(Xx,Yx) (k=1,n) ndgtolorini tapib
onlar1 bitov xatlo birlasdirarak toqribi qurulur.

d
g
o J
m 2
V' gl i 7
al 1 14 g
o= wmz) z o 17 z 3 4+ 5 z
Sakil 1. Sakil 2.

Aydindir ki, verilmis funksiyanin qrafiki onun toyin
oblastindan asili olaraq biitov bir xatt, hissa-hissa xatlor
coxlugu ,izolo edilmis nogtolor goxlugu va s. soklinds ola
bilor.Bunu asagidaki misallardan da aydin gérmak olur.

Misal 1. N={1,2,3,...} goy;lugunda toyin olunmus
f(x):;

Funksiyanin qrafiki sonsuz sayda izols edilmis ndqg-
tolor coxlugundan ibaratdir.
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Misal 2. y=x+5 funksiyasinin qrafiki diiz xotdir. Bu
diiz xatti qurmag tgiin x arqumentina x=0 va x=-5 giymat-
lorini verarok funksiyanin uygun qiymatlorini hesablayaq :

y=5 vo y=0.

Demoali, My(0,5) vo M,(-5,0) nogtalorindan kegan
diiz xott verilmis funksiyanin grafikidir.

Verilmis funksiyanin toyin oblasti biitiin hagiqi
adadlar goxlugu, yani (-o0,00) ¢oxlugudur.

Misal 3. Asagidaki kimi iki diisturla toyin olunan

_{ %% =0 oldugda,
f(x)—L( +5x>0 oldugda

Funksiyasmin qrafiki iki hissodon ibarot xotdir: Oy
oxundan sol tarafds (sol yarimmistavids) parabola hissasi,
sag torofds iso diiz xattin bir hissasidir (sokil 4).

Baxdigimiz funksiyanin toyin oblasti biitiin odod oxu
Vo ya (-00,00) ¢coxlugudur:

o y
/M,{o,s)
.f M,(0,5)
43
47
] z D -
Sakil 3. Sakil 4.

-1, x < 0oldugda,
f(x)=y 1, x> 0oldugda,
0, x= 0oldugda
Kimi toyin olunan f(x)=sign x (belo oxunur: <<ef iks
borabardir signium x>>) funksiyasinin qrafiki iki siiadan
ibaratdir (sokil 5).
Bu funksiyanin toyin oblast1 (-o0,00) ¢oxlugudur.
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Misal 5. Toyin oblast1 (-o0,00) ¢oxlugu olan
Y=lx|

Vo ya
Y‘{ %, x = 0 oldugda,
—x% X< Doldugda

b

7
)

0 Z

Sakil 5. Sakil 6.

Funksiyasinin qrafiki 1-ci va 2-ci koordinat bucag-
larmin tanbo6lanlorindan ibarat olan siniq xatdir (sokil 6).

Torif. Miistovi {izorinda diizbucaqli koordinat
sisteminda koordinatlar1 (x,f(x)), xe D(f) olan ndoqtale-
rin hondasi yerino y=f(x) funksiyasinin qrafiki deyilir.

Funksiyasinin grafiki onun tayin oblastindan asil
olaraq biitov bir xott, hisso-hisso xatlor vo néqtalor ¢ox-
lugu ola bilor.

Qeyd etmok lazimdir ki, koordinatlar1 verilmis
tonliyi 6doyan noqtolor ¢oxluguna homiso bir funksiya-
sinin qrafiki kimi baxmaq olmaz. Masalon,

x’+y’=1 (1)
tonliyini vahid gevra iizorindo olan biitiin noqtolorin
koordinatlar1 o6doyir. Lakin bu ¢evroni funksiyanin
grafiki kimi gobul etmok olmaz. Ciinki burada arqu-
mentin bir qiymating qarsi iki giymat garst qoyulur.
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Buna, verilon x (xe[—1;+1]] absisino noazoron

ordinati (1) tonliyindon toyin olunan ndqtalorin hondasi
yeri kimi baxmaq lazimdir. Bu ¢evronin yuxari yarim

hissosi y=+ v1-x* funksiyasinin grafiki, asagi yarmm

¢evrasi iso y=-1-x funksiyasinm qrafikidir.

Teorem. Miistavi iizorindo diizbucagqh koordinat
sistemind ndzaran gotiiriilmiis ayri miidyyon bir funksi-
yasmin qrafiki olmasi iiciin, ordinat oxuna paralel olan
har bir diiz xattin ayrini an ¢coxu bir noqtado kosmasi zo-
ruri vo kafi sortdir.

4.3. Polyar koordinat sistemi. Polyar koordinat siste-
minda funksiya grafikinin qurulmasi

Koordinat metodunun ideyast ondan ibaratdir Ki,
ndqgtonin vaziyyati iki odadin kdmayi ilo birgiymatli toyin
edilir. Bu adadlorin handasi monast ondan ibaratdir Ki,
bunlar miiayyan bir koordinat sistemini verir. Diizbucaqli
koordinat sistemindan az vacib olmayan polyar koordinat
sistemi vardir .Bu koordinat sistemini quragq.

Mdstavi Uzorinda polyus adlanan O ndqtesini gotu-
rok.O nogtasindan polyar oxadlanan istigamatlonmis OP
yarimoxunu ¢okok (Sakil 7).
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Tutaq ki, M mistovi Uzorindo gotiiriilmiis ixtiyari
noqtadir. OM pargasi vasitasilo O polyusu ila M ndqgtesini
birlosdirok.OM=pmosafasipolyar radiusva

¢ = £ XOM polyar bucaq adlanir. (¢) polyar ox

polyar radius arasindaki saat aqrabi istigamotinds y6nal-
mis bucaqdir (sokil 8).

M ndogtasinin polyar koordinat sisteminds koordinat-
lar1 p v -dir vo bu asagidaki kimi yazilir: M(p, @), belo

ki, birinci yerds polyar radius - p,ikinci yerds polyar bu-
caq - ¢p yazilr.
Aydindir ki, polyar koordinatlar agagidaki giymatlori
ala bilorlar:
0= p < +o0;0= ¢ <2m
NOqgtonin diizbucaqli dekart koordinatlari ilo polyar
koordinatlar1 arasinda

X=pcose, y=psing )
sokilnda alage diisturlari vardir. Bu barabarliklardan
p=x*+y? @=arctg’ 2)

diisturlarini alariq. Belaliklo, p va ¢ polyar koordinatlari

molum oldugda (1) dusturundan noéqtenin diizbucaql
koordinat sisteminds koordinatlarini va torsino X vo y de-
kart koodrinatlar1t molum oldugda iss (2) dusturunun ko-

moyi ilo p va @ polyar koordinatlarini tapmagq olar.
Polyar koordinatlarla verilmis A (p4, ©@4) Vo B (pa,
(p-) noqtalari arasindaki mosafs
d=|AB| = pr + 0} —2pp; cos(pr —g1) ()

dusturu ilo hesablanir.
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Polyar koordinat sisteminds funksiya qrafikinin
qurulmasi
Farz edok ki, p=f(#) funksiyasi polyar koordinatlarla

verilmisdir. ¢ arqumentinin funksiyanin varliq oblastina
daxil olan har bir giymatina p-nun bir giymati uygun olar.
p va@-nin har bir belo giymatlori Gglin polyar koordinant
sisteminda bir M noéqtasinin koordinatlaridir: M=( p, @)
nogtalarinin hondasi yeri bir xatt verar. Bu Xatto verilmis
funksiyanin polyar koordinant sistemindo qrafiki deyilir.

Verilmis p =f(¢) funksiyasinin polyar koordinant sis-
temindoa grafikini qurmag Uglin ¢ arqumentina funksiyanin
varliq oblastina daxil olan @=¢(k=1,2,...,n) giymatini
verarak, funksiyanin uygun p=f(¢x) (k=1,2,...,n) giymot-
lori hesablanir.Bu py Vo @ adadlori polyar koordinanr sis-
teminds My(px @k) (k=1,2,..., n) néqtalorini tayin edir. Ho-
min noqtalori tapib,onlar1 biitdv Xatlo birlagdirsak bir ayri
alarig.  Bu oyri verilmis funksiyanin polyarkoordinat
sisteminds togribi grafiki olar.

Misal 1. p = a¢ funksiyasinin qrafikini qurmali,
(burada a sabit odaddir). Bu magsadlo ¢ arqumentina

T T 3m, 3
©=0; - 7, — m—; 2m,...

B S A N
Qiymatlorini verarak, p-nun uygun qiymatlori toqribi
olaraq hesablanir:
p=0; 0,78 a; 1,57 a; 2,36 a; 3,14 a; 4,71 a; 6,28 a;...
Burada bir ganunauygunlugu qeyd edok: ogor0,75 -
a=bgabul etsok onda :
1,57a #2b; 2,36 a¥3b;
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3,14a% 4b; 4,71a%6b;
6,28a%8b;...
Indi miistavi (izarinda
0(0,0); My(5.%); My(25,%); My(3b,27), My(4b, m),

Ms(6b, =); Mg(8b, 2m);... ndqtolarini qurag vo ho-

min noqtalori bitdv xatlo birlosdirak (sokil 9). Alinan ayri
verilmis funksiyanin grafikidir. Bu ayriys Arximed spirali
deyilir.Arximed spiralina, 6z baslangici otrafina miints-
zom firlanan siia uzorindo muntozom harokat edon noqto-
nin cizdig1 ayri kimi do baxmagq olar.

Misal 2.p :i (@ =const) funksiyasinin grafikini

qurmali.

Bu funksiyanin qrafiki do ovvalki misalda verilon
funksiyanin grafiki kimi qurulur (sokil 10). Alinan ayri hi-
perbolik spiral adlanir.

Misal 3.p*=a’cos2g¢funksiyasmin qrafiki Lemniskat
adlanan xatdir ( sokil 11).

Funksiyanin ifadesindon aydindir ki, ¢=0 oldugda p=a

olur. ¢ arqumenti 0-dan E-e godar doyisdikdo a-dan sifra

godor azalir.
- m T - - - - .
@ -nin --<e<; giymatlorine p-nun xayali giymatlori

uygundur.Yoani arqumentin hamin giymatlorina Lemniskat
Uzarinda heg bir ndgts uygun deyildir.
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4.4.Qrafiklorin deformasiyasi. Funksiyanin verilmo

usullar

Verilmisy=f(x) funksiyasinin grafiki malum oldugda
onunla “gohum” olan

y=mf(px+q)+l  (m#o, p# o) 1)

funksiyasinin grafikini qurmagq mimkundtrmi?
Mamkundir. y=f(x) funksiyasinin qrafikindon (1)
funksiyasinin grafikini almagq iiciin onun Uzorinds asagida
gostorildiyi kimi deformasiya aparmaq lazimdir:
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Sakil 1.

1.Verilmis y=f(x) funksiyasimin grafikindo y=f(x)+l
(2) funksiyasiin grafikini almaq tigin Oy oxu (zro onun
yerini |1|masafasi godor dayismok lazimdir: 1>0 oldugda
y=f(x) funksiyasinin qrafiki Oy oxu {izra|1|masafasi godor
yuxariya, |< 0 oldugda iso |l| mosafosi godor asagiya
kdgurulmalidir (sokil 1).Bu o demokdir ki,verilmis y=f(X)
funksiyasinin qrafiki iizorindo olan har bir  M(X,y)
noqtasini Mq(X,y+l)ilo avoz etmak lazimdir.

2. Verilmigy=f(x) funksiyasinin gqrafikindon

Y=f(x+q) )

funksiyasinin grafikini almagq iiciin onu Ox oxu istigamo-
tindo g mosafasi godor harokat etdirmok lazimdir: g> 0
oldugda grafik g mosafasi godor sola, g< 0 oldugda iso
gmosafasi godor saga koglirmalidir.Bu o demoakdir ki,
verilmis y=f(x) funksiyasinin grafiki izorinds olan har bir
M(x,y) noqgtesini Mg(X-q,y)noqtesi ilo ovoz etmok la-
zimdir (sokil 2) .

3.Verilmis y=f(x) funksiyasinin qrafikindan

Y=mf(x) 3

Funksiyasinin qrafikini almaq iictin Oy oxu istiga-
motindo grafik "m dofo dartilmalidir " : [m| >1 oldugda
grafik m dofa dartilir (uzanir), [m| <1 oldugda iss m dofo
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sixilmalidir (qisaldilmalidir). Bu magsadlo verilmis grafik

uzarinda olan har bir M(x,y) ndgtasini My(X,my)noqtasi ilo
ovoz etmoak lazimdir ( sakil 3)

4. Verilmis y=f(x) funksiyasmin grafikindan
y=f(px) 4
funksiyasinin grafikini almaq iiciin verilmis grafiki Ox oxu
istigamotinds "p dofs dartmaq” lazimdir. Bu isa verilmis

¥y , J=7r(x)

1
<

Sakil 2.

A Y=mf(z)(Im/>1)
VR

N
‘ J=flx)

e LR

Z

0

Sakil 3.
grafik Uzorinda olan har bir M(X,y) nogtasini My(x/p,y)
noqtasi ilo ovoz etmok demakdir (sokil 4).
7

\\

2N =
S\ ¥
i) =1
< 7 X = |
Y 2 v:/
/ =

7 z
Sokil 4.
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Askardir ki,verilmis y=f(X) funksiyasinin qrafikin-
don (1) funksiyasin grafikini almaq tictin onun tizarinds
1-4-ci bandds gostarilon deformasiyalarin lazimi ardicil-
ligla aparmaq lazimdir.

Oxsar qayda ilo verilmis y=f(x) funksiyasinin qrafi-

kindan y=|f(x)|, yzﬁ, yzﬁ vo s. funksiyalarin gra-

fiklarini do almaq olar.

Funksiyanin verilma Gsullarn

y=f(x) funksiyasi o zaman verilmis,malum va toyin
olunmus hesab edilir ki:

1)funksiyanin tayin oblasti, yoni X arqumentinin ala
bildiyi giymatlor ¢oxlugu gostarilsin ;

2) X-in har bir giymatina y-in muayyan bir giymatini
uygun qoyma ganunu, yani X Vay arasindaki uygunluq ga-
nunu gostarilsin;

3)Funksiya asason analtik Gsulla, codval soklinds,
grafiki Gsulla vo program vasitasilo verilir.

Funksiyanin analitik iisulla verilmasi

Funksiya, arqgumentin verilmis qiymati tizarinds han-
st oamollori hansi ardicilliqla apararaq funksiyanin uygun
giymatini almagi gostoron dustur ilo verildikdo deyir ki,
funksiya analitik tsulla verilmisdir.

Funksiya y=f(x) dlsturu ilo verildikda barabarliyin
sag torofina (f(x)-0) funksiyanin analitik ifadasi deyilir.
Funksiya analitik tsulla verildikds onun toyin oblasti bo-
zon gostorilmir. Bunu funksiyanin analitik ifadosine asa-
san tapmag mimkunddar.

Verilmis y=f(x) funksiyasinin analitik ifadesinin mona-
s1 oldugu va funksiyanin sonlu haqiqi qiymatlor aldigr nog-
tolor coxluguna homin funksiyanin varliq oblasti deyilir.
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Misal 1.Analitik tsulla verilmisy= x*+Igx funksiya-
sinin varliq oblastini tapmah

FunkSIyamn x*+Igx analitik ifadosinin birinci hoddi
olan X2, arqumentin istanilon qumstlnde sonlu haqiqi qiy-
motlor ahr Ikinci haddi Ig X isa arqumentin ancag musbot
giymatlarinda tayin olunmusdur. Demali,verilmis funksi-
yanin varliq oblast1 arqumentin miisbat giymatlor ¢goxlugu,
yani(0,00)intervalindadir.

Hor hansi ¢oxlugda toyin olunmus funksiyani onun
analitik ifadosi ilo qarisdirmaq olmaz. Funksiya toyin
oblastinin muxtalif hissalarindo mixtalif analitik ifadalorlo
verila bilar.

{xz, x <0 oldugda

x+5,x > 0olduqda
funksiyas1 iki barabarliklo biitlin adod oxu (zarinds toyin
olunmusdur.Lakin odod oxunun (yanl toyin oblastmin) bir
hissosindo onun analitik ifadssi x* (x<0 oldugda), o biri his-
sasinda (X=0 oldugda) isa (x+5)-dir. Buradan aydindir ki,
funksiya bir va ya bir ne¢a barabarlik vasitasila verila bilor.

Qeyd etmok lazimdir ki, biitiin funksiyalar he¢ do
analitik Gsulla verilmir. Mlayyan ¢oxlugda toyin olunmus
funksiyanin analitik ifadesi molum olmaya da bilar.
Funksiyanin analitik tisulla verilmasi sada, yigcam va izo-
rinda riyazi omallar aparmaq ti¢lin munasib olsa da, funk-
siya belo verildikds funksional asililigin xarakteri, funksi-
ya giymatlarinin arqumentin giymatlorindon asili olaraq
necs doyismasi ayani gorinmir.

Funksiyanin cadval saklinds verilmasi

Funksiyanin analitik {isulla verilmasinin riyazi tod-
gigatlarda boylk {istiinliiyli vardir.Lakin bu isulla veril-
mis c¢ox igladilon bozi funksiyalarin qiymatlorini tapmaq
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uctin bazan bir gox mirokkob hesablamalar aparmaq lazim
goalir. Praktiki is zaman1 bu tisulla funksiyalarin giymatini
tapmagq olverisli deyildir. Buna goro do ¢ox isladilon bazi
y=f(x) funksiyalarinin arqumentin miioyyan giymatlarina
uygun olan giymatlori gabaqcadan hesablanib, asagidaki
soklinda gostarilir:

| wm ] &« ] & | = | =

Y ‘ yr=F(x1) ' Ya=[(x2) , Yy=f(x3) ‘ .o IU-"f(xn)

Arqumentin verilmis qiymatino (albotto, arqumentin
bu giymoti codvaldoki X; X, ..., x, qiymotlori arasinda
varsa) funksiyanin hansi qiymati uygun oldugu codvaldon
asanligla tapilir. Bu halda deyirlor ki,funksiya cadval
vasitosilo verilmisdir.

Coadvaldaki x; (i=1,n) adadlorindon dizolmis X,-Xj,
X3-Xo ,...farglari homin codvoalin addimlar1 adlanir.Bu
addimlar eyni,yani Xj1-X=h (i=1,2, ..., n-1) oldugda
ona sabit addimli cadval deyilir. Bu halda arqument ancaq
X1, X1th, Xo+2h, ... qiymatlorini ala bilir. Praktiki islardo
belo cadvallordan istifado etmok daha alverislidir. Bir sira
hadisalori tocrlibi olaraq 6yronarkan,dayison komiyyatlor
arasindaki asililiq bazan cadval soklinds yaradilir. Trigo-
nometrik vo loqarifmik funksiyalarin codval vasitasilo ve-
rilmasi orta moktabdon malumdur.

Funksiyanin qrafik iisulla verilmasi

Tutaq ki, mistavi Uzarinds hor hanst AB oyrisi veril-
misdir(sokil 1). Forz edak ki,absis oxuna perpendikulyar
galdirilmis diiz xatlor bu ayrini ancaq bir néqtods kasir. A
noqgtasinin absisi a, B noqtesinin absisi isa b olsun. x-in
[ab] parcasidaki har bir giymotino uygun olan M noqto-
sindon absis oxuna perpendikulyar kegirok. Bu perpendi-
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kulyar AB ayrisini bir N nogtasinds kasar. MN pargasinin
giymati y, olsun. Bu y, adadini argumentin X, giymatina
uygun qoyar:
X0~Yo

Beloliklo, yuxaridaki qurma vasitosilo x-in  [a b]
parcasindaki har bir giymatina bir y adadi gars1 (uygun)
goyulur. Demali, verilmis oyrinin ordinati (y) absisi(x)
funksiyasidir vo bu funksional asililiq (y=y(x)) AB oayri-
sinin verilmoasi ilo tamamils toyin olunub. Bu halda de-
yirlar ki, y=y(x) funksiyas1 qrafik tisulla verilmisdir.

/

{

o]

Ly
L~

g1 € M)

Sakil 1.

Funksiyanin qrafiki isulla verilmasinin bir cohati
ondan ibaratdir ki,homin funksiyanin doyismo xarakterini
ayani olarag goérmok miimkiin olur.Bundan basqa,bir sira
mosalalarin hallinds doyison komiyyatlor arasindaki funk-
sional asililig1 bazon ancaq grafiki olaraq almag mumkdin
olur. Masalon, barograf adlanan cihaz atmosfer tezyiginin
zamandan asil1 olaraq doyismosini qrafiki olaraq cizir.Bu
grafik isa ucan tayyaranin yerdan olan yiiksalisini zaman-
dan asili olaraq tayin etmoys imkan verir.

Funksiyanin proqram vasitasila verilmasi

Bu iisulla arqumentin verilmis qiymatina funksiyanin
uygun giymatini tapmaq U¢tn muasir hesablama masin-
larindan istifads olunur. Arqumentin verilmis qiymatlorino
uygun funksiya giymatlorini tapmaq ganunu (masalan, ri-

)

D St
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yazi diistur) proqgram soklinds yazilir vo hesablama masi-
nina daxil edilir. Masin gostarilon program asasinda funk-
siyanin giymatlorini hesablayir.

Qeyd. Biz funksiyanin asas verilms tisullarini (anali-
tik, codval, grafik, program) gostardik. Funksiya bunlar-
dan forgli basqa tisulla da verilo bilor. Masalon, funksi-
yanin verilma qaydasini s6zlarlo da tosvir etmok olar.

Misal 3. Dirixle funksiyas: asagidaki sokilda tayin
olunur:

_[ 1,xrasional sdad oldugda
D(X)_{{],x irrasional sdad oldugda (l)

Bu funksiyanin verilmo qaydasi sdzlorlo tosvir olun-
musdur.

Misal 4.[xlilo X adadini asmayan an boyik tam adadi
isaro etmoklo

y=I[x] (2)
funksiyasini toyin edos bilorik.Buna x-in tam hissasi vo ya
antye X funksiyasi deyilir.(2) funksiyasinin toyin oblasti
bitln hagiqi adadlor coxlugudur.[2]= 2, [1,3]=1,

[-0,5]= -1 va 5. Onun grafiki 2-ci sokilds gdstarilon
“Pillovari” xatdir. Bu funksiya sozlarls verilmisdir.

by —
T

4
el o3 =t & i
T I s v s T
{ L
id

Sakil 2.

Misallar.
1) y=x2-1; 2)y=x+sinx;
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3)y=2x; 4y=|
—1,x < 0oldugda

5) y=signx=40,x =0oldugda
+1,x >0 oldugda

9

4.5. Qeyri — askar funksiya

Funksiya analitik Gsulla verildikds iki hal ola bilar: x
(argument) va y (funksiya) arasindaki asillilig1 ifado edan
riyazi ddstur y-a nazaran hall olunmus sakilda, yani y=f(x)
soklindo verilo bilor.Bu halda funksiya askar sokilda
verilmisdir deyilir.

Misal 1. y=2x+1, y=2x*, y=x*+3x+1 va s. funksiya-
lar1 agkar sokilds verilmisdir.

Askar sokildo verilmis y=f(X) funksiyasina askar
funksiya deyilir.

X Vo y arasindaki asilliligr ifads edon riyazi distur y-
9 nazaran hall olunmamis sokilda, yani

f(x, y)=0 (1)
soklindo verildikdo, deyirlor ki, y=y (X) vo ya y= f
(x)funk-
siyasi geyri-askar sokildo verilmisdir. Bu halda tayin olu-
nan y= y(x) funksiyasina geyri-askar funksiya deyilir.

(1) tonliyi ilo verilmis qeyri-askar funksiyani bazon
y-a nazaran hall edarak, askar soklo gatirmok mimkin
olur.Bir ¢ox hallarda isa (1) tenliyini y-a nazaran hall et-
mok ¢ox ¢atin olur va ya mumkiin olmur. Tarsing, funksi-
ya y= f(x) askar sokilda verildikds onu y-f (X)=0 soklinds
yazmagla geyri-askar sokilds verilmis funksiya alariq.
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Misal 2.3x-y+2=0 tonliyi ilo y doyisoni x-in geyri-
askar funksiyasi kimi verilmisdir. Homin tanliyi y-a nozo-
ron hall edarak funksiyani

y= 3x+2
kimi askar soklo gotirmok olur.

(1) soklinda verilmis har bir tonlik bir funksiyani toyin
edir demak sohvdir. Belo tonlik ola bilor ki, heg bir funk-
siyan1 tayin etmasin va ya bir ne¢a funksiyani toyin etsin.

Misal 3.x*+y*+5=0 tonliyi he¢ bir funksiya toyin
etmir. x-in haqiqgi giymatlorinds y-in bu tonliyi 6doyan heg
bir haqiqi giymati yoxdur.

Misal 4.x*+y*-5=0 tonliyi y=+v5 —x2 vo y=-v5 — x2
kimi iki funksiyani tayin edir.

(1) tonliyi ilo verilmis geyri-askar y=y(x) funksiyasinin
toyin oblastindan gdtiiriilmiis xo nogtesinds  giymatini
hesablamaq ctn homin tonlikde X avazino X, Yyazaraq,
alinan

f (%o, y)=0
tonliyini y-o nozoran “ hall etmak lazimdir”.

Belaliklo, hor hansi ¢oxlugdan gétiiriilmiis har bir

X-3 qars1 y-in

f(x,y)=0
tonliyini 6doyan giymatini uygun qoysaq, (1) tonliyi ilo
homin ¢oxlugda toyin olunmus geyri-askar y=y(x) funksi-
yasini almis olariq.
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V FOSIL. MOHDUD FUNKSiYA. MONOTON
FUNKSIiYA

5.1.Funksiyamin parametrik sakilda verilmasi

Funksiyanin analitik iisulla verilmasinin bir yolunu
da gostarak.

Tutag ki, x(arqument) vo y(funksiya) doyisonlori
basqa bir t doyisoninin askar funksiyasi soklinds veril-

misdir:
x=¢ () }
y=t teT (1)

t-nin T ¢oxlugundaki har bir ty giymatino (1) munasibati
vasitasilo X va y-in Xy =¢ (to) Vo Yo =y (tp) giymatlori
uygun qoyulur. Bu oadadlarin ikincisini birincisino qarsi
qoysaq
Xo—>Yo (2)
onda, ydoyisoni X-in funksiyasi kimi toyin olunar. Ay-
dindir ki, (1)miinasibati bir vo ya bir ne¢s funksiyani toyin
edo bilor.
Funksiyanin bela Usulla verilmasina onun parametrik
sokildo verilmasi, t-yo iso parametr deyilir.
Misal 1.
X=t—2
Pt | PO 3
parametrik soklinds verilmis funksiya y=fy(x) olsun. (3)
minasibatinin toyin etdiyi yegana funksiyanin askar
ifadoasini almaq tgin hamin minasibatdon t-ni yox etmok
lazimdir:
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y=3x+7

Demoli, fo(X)=3x+7.

Umumiyyatlo, (1) borabarliklorinin birincisindon t
parametrini tapib ikincisindo yerino yazsaq, onda funksi-
yanin y= f(x) soklinds ifadasini alariq.

Misal 2.

x=cost+1(0<t<2m)
y=sint+3 4)
munasibati iki funksiya tayin edir.

Dogrudan da, (4) miinasibatindan t-ni yox etsok

(x-1)* + (y-3)*-1 =0
barabarliyini alariq. Axirinct barabarlik isa

y=3+1-(x-1)?

y=3-4/1-(x-1)?
kimi iki funksiyan1 toyin edir.
Qeyd etmok lazimdir ki, verilmis har bir y=f(x) funk-
siyasini parametrik sokildo gdstarmak olar. Bu mogsadlo x
arqumentini parametrik hesab etmok kifayatdir.

Vo

5.2.Mbohdud va geyri-mohdud funksiya. Coxdayisonli
funksiya. Artan vo azalan funksiyalar

Torif. Tutaq ki, y=f(x) funksiyas1 X (X < D(f))
coxlugunda verilmisdir. x-in X coxlugundan gotiiriilmiis
biitiin giymatlorinda

|f (x)| <M (1)

barabarsizliyini 6doyan sabit vo miisbat M oadadi varsa,
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onda f(x) funksiyasina X ¢oxlugunda mohdud funksiya
deyilir.

f funksiyasi |-oo;+od intervalinda mohdud oldug-
da bu funksiyaya mohdud funksiya deyilir.

x-in X ¢oxlugundan gotiiriilmiis biitiin qiymaotlori
ticiin (1) barabarsizliyini 6doyon M adadi tapmaq miim-
kiin olmazsa, ondaf funksiyasina X ¢oxlugunda qgeyri-
mohdud funksiya deyilir. Basqa sozlo, M ododi neco
secilorsa secilsin X ¢oxlugundan elo bir x;odadi tapilsa
ki, f (x1)>M barabarsizliyi 6danilir, onda f funksiyasina
X ¢oxlugunda geyri-mohdud funksiya deyilir.

Mbohdud funksiyasimin giymoatlori ¢oxlugu (doyismo
oblasti) sonsuz interval ola bilmaz.

Qeyri-mohdud funksiyamin qiymatlor coxlugu iso
sonlu interval vo ya parca ola bilmoz.

Misallar. Asagidak: funksiyalarin giymotlor ¢ox-
lugunun sonsuz interval omadigini gostorak.

1.f (x) = 1:;2 f(x) mohdud funksiyadir.

x?+1

burada |x| <
x| 1 } 1 1[

- ZE(f)= |2z
1+x2| 1+x%> 2 () 2’+2
2. f(x)=+4-x*, f(x) mohdud funksiyadir. Burada
JA-x? = Ja-x"<2D(H =[2:2] LE(M) =1[0;2]

3. f(x)=2%, D()=R geyri-mohdud funksiyasinin
giymatlor  ¢oxlugunun sonlu interval olmadigi

askarlanir.
Yoni, E(f)= [01+o.
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Coxdoyisonli funksiya

Baxdigimiz funksiyalarda bir sorbast doyison isti-
rak edir. Elo asililiglar var ki, orada bir yox, bir ne¢o
sarbast doyison istirak edir:

Maosalan:

1. Ugbucagin sahosi:

=%a-h , (S-iicbucagin sahosi a-oturacaq, h-hiin-

dirliik) iki sorbast doyisondon asili olaraq doyisir.
2. Konusun hacmi:

V=%7zR2H ( V - konusun hocmi, R — oturacaginin

radiusu, H -hiindiirliiyiidiir) iki sarbast doyisondon asili
olaraq doyisir.

Tarif: x vo y doyisonlorinin D ¢oxlugundan olan
hor hansi bir ciit (x,y) qiymatine garst z doyisoninin E
coxlugundan miioyyon bir qiymaetini gqarsi qoyma ganu-
nu verilorso, onda D ¢oxlugunda ikidoyisonli funksiya
verilmisdir deyilir vo z=f(x,y)soklinds isars olunur.

D ¢oxlugu funksiyanin toyin oblasti, E ¢oxlugu iso
giymatlor coxlugu adlanir.

Artan v azalan funksiyalar

Funksiyalarin &yronilmosinds funksiyanin artan
vo azalan olmasi xassosi mithiim rol oynayir.

Artan v3 azalan funksiyalarin torifi

(téramonin tatbiqi olmadan)

Tutaq ki, y=f(x) funksiyasit X g¢oxlugunda toyin
olunmusdur.
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Tarif 1. x artqumentinin X ¢oxlugundan gotiiriil-
miis ixtiyari iki x; vo X, qiymatlori arasinda x;< x,bora-
barsizliyi  6donildikds y=f(x) funksiyasinin uygun
giymotlori arasinda f(x;) < f(X,) barabarsizliyi 6danilar-
s9, f funksiyasina X ¢oxlugunda artan (vo ya ciddi
artan) funksiya deyilir.

Tarif 2. x arqumentinin X ¢oxlugundan gotiiriil-
miis ixtiyari iki x; vo Xpqiymatlori arasinda x;< x,bora-
borsizliyi  6donildikdos  y=f(x) funksiyasinin uygun
qiymaotlori arasindaf(x;) <f(x; ) borabarsizliyi 6donilor-
s9, f funksiyasina X ¢oxlugunda azalmayan funksiya
deyilir.

Artan funksiya hom do azalmayan funksiyadir.
Azalmayan funksiya artan olmaya da bilor.

Torif 3. x arqumentinin X c¢oxlugundan gotii-
rilmis ixtiyari iki x; vo x, qiymsatlori arasinda x;< X,
boraborsizliyi 6donildikdo y=f(x) funksiyasinin uygun
qiymatlori arasinda f(x;)>f(x;) barabarsizliyi 6donilorss,
ffunksiyasina X ¢oxlugunda azalan (vo ya ciddi azalan)
funksiya deyilir.

Tarif 4. x arqumentinin X ¢oxlugundan gotii-riil-
miis ixtiyari iki x;vo Xx,qiymatlori arasinda x;< x, bora-
barsizliyi 6donildikdo y=f(x) funksiyasinin uygun qiy-
matlori arasinda f(x;) > f(x,) borabarsizliyi 6donilorsa, f
funksiyasina X ¢oxlugunda artmayan funksiya deyilir.

5.3.Monoton funksiyalar.Ciit v tok funksiyalar.D0vrU
funksiya
Tarif. Verilmis ¢oxlugda artan, azalmayan, azalan
vo artmayan funksiyalara monoton funksiyalar deyilir.
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Elo funksiyalar vardir ki, biitiin toyin oblastinda
monoton deyil. Belo ki, bunlar toyin oblastinin bir his-
sasindd monoton artan, o biri hissasindo monoton aza-
lan olur. Belo funksiyalara hisso-hisso monoton funksi-
yalar deyilir.

Biitiin toyin oblastinda no artan vo no do azalan
olmayan funksiyalar da vardir ki, bunlar da monoton
funksiyalar deyil.

Hisso-hisso monoton funksiya

Torif.Funksiya toyin oldugu oblastda monoton
deyilso, lakin bu oblasti elo hissoloro ayirmaq olsa ki,
hissolorin hor birsinds funksiya monoton olur, onda
belo funksiyaya hisso-hisso monoton funksiya deyilir.

f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x)=x*funksiyalar: hisso-hisso
monoton funksiyalardir.

Ciit vo tak funksiyalar.

Ciit vo tok funksiya anlayis1 riyaziyyatin bir sira
saholorindo totbiq olunur. Xiisusilo funksiyalarin aras-
dirilmasinda ciit va tok funksiyalarin xassalorindon ge-
nis istifado olunur.

Ciit vo tok funksiyalarin torifi

Torif 1. y=f(x) funksiyasimnin toyin oblastindan
olan istonilon x adadi ilo birlikds “-x” adadi do homin
oblasta daxil olarsa va

f(-x) = f(x)
boraborliyi 6donilorse, onda f funksiyasina ciit funksi-
ya deyilir.

Torif 2. y=f(x) funksiyasinin toyin oblastindan
olan istonilon x adadi ilo birlikds “-x” adadi do homin
oblasta daxil olarsa vaf(-x)= -f(x) baraborliyi 6doni-
lorso, onda f funksiyasina tok funksiya deyilir.
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Funksiyanin ciit vo ya tok olmasi slamati
Teorem 1. y=f(x) funksiyasinin toyin oblastindan

olan biitin x odadlori itigiin |f(—x)=|f(x)] boraborliyi
Odoanilarsa, ondaffunksiyasi ya ciit, ya da tok funksi-ya-
dir, x - in heg olmazsa bir giymotindo | f(-x) = |f(x) ol-

dugda iso f funksiyast no ciit vo no do tok funksiya
deyil.

Teorem 2. f(x)=0 funksiyast eyni zamanda hom
ciit, hom do tok olan yegano funksiyadir.

Ciit vo tak funksiyalarin qrafiki

Teorem 3. Ciit funksiyanin qrafiki ordinat oxuna
nazoran simmetrikdir.

Teorem 4.Tok funksiyanin qrafiki koordinat bas-
langicina nazoron simmetrikdir.

Bu teoremlorin tarsi do dogrudur.

Teorem 5. Qrafiki ordinat oxuna nozoron simmet-
rik olan funksiya ciit funksiyadir.

Teorem 6. Qrafiki koordinat baslangicina nozoron
simmetrik olan funksiya tok funksiyadir.

Ciit va tok funksiyalar iizorinds amallor

Ciit vo tok funksiyalarin comi, forqi, hasili vo nis-
batinin na zaman ciit vo ya tok olmasi barads asagidaki
teoremlor vardir.

Teorem 7. Tayin oblastlar1 eyni olan iki ciit funksi-
yamin cami, farqi, hasili va nisbati ciit funksiyadir.

Teorem 8. Tayin oblastlar1 eyni olan iki tok funksi-
yanin comi vd forqi tok, hasili vo nisboti iso ciit funksi-
yadir.
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Toyin oblastlar1 eyni olan ciit sayda tokfunksiyala-
rin hasili ciit, tok sayda tok funksiyalarin hasili tok funk-
siyadir.

Teorem 9. Toyin oblastlar1 eyni olan ciit funksiya
ilo tok funksiyanin hasili vo nisbati tok funksiyadir.

Toyin oblastlar1 eyni olan ciit funksiya ilo funk-
siyanin nisbati tok funksiya olur. Lakin bu tok funk-
siyanin tayin oblast1 avvalki funksiyalarin toyin oblasti
ilo eyni olmaya da bilir.

DG6vru funksiya

Period yunan sozii olub, peridos-dovretma soziin-
don gotiirilmiisdiir.

Riyaziyyatda sonsuz tokrarlanan proseslorin qa-
nunauygunluglar1 6yronilir. Bunun {igiin periodik funk-
siya anlayigindan istifado edilir. Bu anlayigsdan riyaziy-
yatin bir ¢ox sahoalorindo funksiyalarin arasdirilmasin-
da; grafiklorin qurulmasinda; siralar nozoriyyosino vo s.
genis istifads olunur.

Periodik funksiya

Torif. y=f(x) funksiyasi iigiin elo T (T = 0)adadi var-
sa ki, bu funksiyasinin toyin oblastindan olan istonilon

x adadi ilo birlikde [x —T|ve [x + T| adodlori do homin ob-

lasta daxil olur vo
f(x+T)=F(x) (1)
boraboarliyi 6danilir, onda f funksiyasina periodik funk-
siya, T adadina iso onun periodu deyilir.
Bu toriflo olagodar olaraq asagidaki teoremlor
vardir:
Teorem 1. T(T=0)ododi f funksiyasmin pe-

riodudursa |— T| ododi do bu funksiyanin periodudur.
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Periodik funksiyanin toyin oblasti

Teorem 2. y=f(x) periodik funksiyadirsa, onda
onun toyin oblasti sifir adodine nozoron simmetrik vo
geyri-mohdud ¢oxluqgdur.

Toyin oblasti miisbat adadlor vo ya monfi odadlor
coxlugu olan funksiya periodik funksiya deyil.

Toyin oblasti sonlu araliga daxil olan funksiya
periodik funksiya deyil.

Periodik funksiyanin giymoatlor ¢coxlugu

Teorem 3. Periodik funksiya 6ziiniin hor bir qiy-
motini arqumentin sonsuz sayda qiymatlorinds alir.

Qiymoatlor ¢oxlugundan olan bir qiymoti arqu-
mentin sonlu sayda qiymotlorindo alan funksiya pe-
riodik funksiya deyil.

Periodik funksiyanin sonlu sayda ekstremum noq-
tosi ola bilmoaz.

Funksiyanin an Kicik miisbat periodu

Tarif.y=f(x) periodik funksiyasinin periodlar1 igo-
risinda an kigik miisbat adad varsa, bu adads funksiya-
nin an kigik miisbat periodu deyilir.

Misallar.

1.f(x)=sinx funksiyasinin an kigik miisbat periodu
2 7 -dir.

2.f(x)=tgx funksiyasinin on kigik miisbat periodu
7 -dir.

3.f(x)={x} funksiyasmn an ki¢ik miisbat periodu 1
odadidir.

Qeyd edak ki, periodik funksiyanin on kigik miis-
bat periodu olmaya da bilir. Masolon,sabit funksiya
periodik funksiyadir vo biitiin hoqiqi ododlor bunun
periodudur. Dirixle funksiyasi periodik funksiyadir vo
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biitiin rasional adadlor bunun periodudur. Aydindir ki,
bunlarin periodlart igorisinds on kicik miisbat odad
yoxdur.

Funksiyalarin on ki¢ik miisbot periodunun varligi
ticlin kafi sorto aid asagidaki teorem vardir.

Teorem 4. Sabit funksiyadan basqa, biitiin kosil-
moayan periodik funksiyalarin on kigik miisbat periodu
vardir.

Arqumentin miqyas1 dayisdikdo periodik funksi-
yanin an kicik miisbat periodunun doyismosi.

Teorem 5. y=f(x) funksiyas1 an ki¢ik miisbot pe-
riodu T olan periodik funksiyadirsa, y=f(ax+b),(a>0)

funksiyast on kicik miisbot periodu T olan periodik
a

funksiyadir.
Misallar.
1. f(x)=sin z x funksiyasi, oan ki¢ik miisbat periodu

T= 2z 2olan periodik funksiyadir.
7

2. f(x)=cos’(3x+5) funksiyasmin on kicik miisbot
periodunu tapmali.

y=cos® x funksiyasi on kicik miisbat periodu =
olan periodik funksiya oldugu molumdur. Odur ki,

verilon funksiya on ki¢ik miisbat periodu TF% olan

periodik funksiyadir.

In kicik miisbot periodun tayini iiciin bozi xiisusi
iisullar.

Periodik funksiyalarin an kigik miisbat periodunu
tapmagq t¢lin miioyyan iisullar yoxdur. Bunu ancaq mi-
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sallarin xarakterino goro xiisusi lisullarla toyin etmok
olur. Bunlardan bazilorini gostorak.

a) T-ya nozoran tonliyi hall etmaklo.

On kicik miisbot periodu tapmaq Tlgiin verilon
funksiyanin

f(x+T)=f(x)

baraborliyini 6domasini gabul edib, x-o funksiyanin to-
yin oblastindan olan bir qiymaot verib homin boraborliyi
T-yo nozoron tonlik kimi holl etmoli, T {igiin tapilan
giymotlordon on kigik miisbot odod olanini se¢moali.
Tapilan bu qiymaot verilon funksiyanin on kigik miisbot
periodu olacaq.

Misal.f(x)=cos 3?)6 + sin % funksiyasinin an kigik
miisbot periodunu tapmali.
cos§(x+T)+sin 1(x+T)= cos> x+sin >
2 2 2 2
baraborliyinds x=0 yazsaq,
cosET—sian =1
2 2

tonliyi alinir. Buradan T=12 7 ododi funksiyanin on
kigik miisbat periodu oldugu molum olur.

b) Eyni ¢cevirmalor aparmagla.

On ki¢ik miisbot periodu tapmaq ig¢iin verilon
funksiya tizorinda eyni ¢evirmalor aparib, bunu on kigik
miisbat periodu molum olan funksiyaya gotirmali.

Misal. f(x)=sin*x+cos’x funksiyas: verilmisdir.
Eyni ¢evirmolor aparsaq

sin*x+cos*x=(sin’x+c0s’x)*-2sin“xcos*x=
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=1-Lgin2 2x =1—1(1—cos4x)= 3 Yginfax+
2 4 4 4 2
boraborliyi alimir. Sag torofdoki funksiyanin on kigik

miisbat periodu TZZT” :%oldugu ticiin, verilon funk-

siyanin an ki¢ik miisbat periodu %adsdi olur.

v) Verilon funksiyanin xarakterino goroa an Kigcik
miisbat periodun tayini.

Misal. f(x)=cos’x funksiyasi verilmisdir.

Istonilon x iiiin

cos’(x+ 7 )=(-cosx)*=c0s’x

boraborliyinin dogru olmast gostorir ki, funksiya peri-
odik funksiyadir vo 7 odadi bunun periodudur.cos*(0+
7 )=cos’0=1baraborliyi vo x e [0, 7 ] giymot-lorinda
cos’x<1 borabaersizliyinin 6donilmesi goésterir ki, z
adadi verilon funksiyanin an ki¢ik miisbot periodudur.

Funksiyanmin an kicik miisbat perioduna gors biitiin
periodlarinin tayini.

Teorem 6. y=f(x) funksiyasi on ki¢ik miisbot periodu
T olan periodik funksiyadirsa, onda nT(n e Z,n#0)
adadlori bu funksiyanin periodlaridir vo bunlardan bas-
ga periodu yoxdur.

Antiperiodik funksiya

Torif. T periodlu y=f (x) periodik funksiyasi

f (ng =—f(x) sortini Odoyorss, bu funksiyayaanti-

periodik funksiya deyilir.

74



Misal. f(x)=cosx funksiyas1 2 7 periodlu periodik

funksiyadir.Burada cos(x +27”j = cos(X+m)=-C0SX sarti

6do-nildiyi ii¢iin, bu funksiya antiperiodik funksiyadir.
Teorem7.y=f(x) funksiyasi1 T periodlu funksiyadir-

sa, bu funksiyani antiperiodik funksiya ilo % periodlu

funksiyanin comi soklinds géstormok olur.
5.4.1.MUrakkob funksiya

Tutaq ki, x=¢ (t) funksiyast T ¢oxlugunda toyin
olunmusdur va onun qiymatlari ¢oxlugu y=f(x) funksi-
yasinin X toyin oblastina daxildir. Bu halda,t-nin T
coxlugundaki hor bir giymoatinoy-in mioyyon bir qiy-
mati uygun olur, yani y dayisoni (X vasitasilo) t-nin
funksiyasidir:

y=F [p(t)] (1)

Bu halda alinan f[gp(t)] funksiyasina mirokkob
funksiya voya funksiyanin funksiyasi deyilir.

Misal 1. x=t° voy=2* olduqda y:2t3 funksiyasit-
nin murakkob funksiyasidir.

y doyisoni X vasitasilot-nin miirokkab funksiyasi
oldugda x-o ara doyisoni vo ya ara arqumenti deyilir.

x=¢ (t) voy=f(x) funksiyalarindan dizaldilmis (1)
mirokkob funksiyasina bozon homin X=¢ (t) (daxili)
voy=f(x) (xarici) funksiyalarinin superpozisiyasi da de-
yilir.
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Qeyd etmok lazimdir ki, mirakkob funksiyanin
ara arqumentinin say1 bir deyil, iki vogox ola bilor.
Mosalon,

y=f(u), u=y(x), x=¢ (1)

y=fylo®];
muirokkob funksiyasinin iki ara arqumenti (X vo U)
vardir.
Misal 2. y=sin x vex=t* oldugda bir ara arqumenti
olan

oldugda

y=sin t*
murakkob funksiyasi alinir.
Misal 3. y= sin u, u=lgx vex=t* olduqda
y = sin Igt*
mirokkob funksiyasinin iki ara arqumenti (U vo X)
vardir.

5.4.2.Tars funksiya

Tabistdo miixtalif qarsiligl tors olan miinasibatlor
vardir. Riyaziyyatda belo qarsiliglh tors miinasibatlor
diiz vo tors funksiya anlayisi ilo dyronilir.

Tors funksiya anlayisinin genis totbiq saholori
vardir.Masalon,kasilmoayan  funksiyalarin  dyronilmo-
si,qrafiklorin qurulmasi,sahalorin hesablanmasi va s.

Tars funksiyanin torifi

Tutaq ki, y=f(x) funksiyasinin toyin oblasti X
coxlugu, qiymatlor ¢coxlugu iso Y ¢oxlugudur. Funksi-
yanin torifino goro x arqumentinin X ¢oxlugundan olan
har bir x¢ qiymating qarst y funksiyasinin Y ¢oxlugun-
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dan yeganobir Yyqiymoti uygun olur. Lakin torifdon
bels ¢ixmir ki, torsino baxsaq Y ¢oxlugundan olan ixti-
yari yo adadi iigiin X ¢oxlugundan x arqumentinin

Yo= f(X0) )
boraborliyini 6doyon ancaq bir xo qiymati vardir.

Ola bilor ki, y-in bir qiymatino qarst x-in (1)
boraborliyini 6dayan bir ne¢o vo hoatta sonsuz sayda qiy-
mati olsun.

Tors funksiya anlayisi yalniz birqiymaotli funksiya-
lara aiddir.

Tarif. X ¢oxlugunda toyin olunmus y= f(x) funk-
siyasinin, Y qiymatlori ¢oxlugundan olan hor bir y,
ododino x arqumentinin f(x)=Yy, boraborliyini 6doyon
ancaq bir xq (Xge X) gqiymati uygun olarsa, bu uygun-
lugla toyin olunan x=¢ (y) funksiyasina y= f(x)funk-si-
yasinin tors funksiyasi deyilir.

Bu torifdon asagidaki miilahizolor alinir.

1. y= f(x) funksiyas1 verildikds, onun torsi olan
x=¢ (y) funksiyas1 y-f(x)=0 tonliyini X-a nozoran hall
etmoklo alinir.

2. Diiz funksiyasinin toyin oblast1 tors funksiya-
nin doyisma oblasti, doyisma oblasti isa tors funksiya-
siin toyin oblasti olur.

Yoni: D(f)=E (p) vo D (p)=E(f).

3.y= f(x) funksiyasini da x=¢ (y) funksiyasinin
tors funksiyast hesab etmok olar. Elo buna goro do
y=£(x) vo x= go(y) funksiyalarina qarsiligh tors funksi-
yalar da deyilir.
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f funksiyasinin tors funksiyast f-! vo ya f.1 sokil-

lordo isaro edilir. Hesab vo cobrdo a vo 1 komiy-
a

yatloring qarsiligh tors komiyystlor deyilir. Bu isarolo-

. 1 . . .
moni nazars alsaq n funksiyasina f funksiyasinin cobri

monada tors funksiyasi deyilir vo bu (f)-! kimi yazilir.
4.y=f(x) funksiyasinin toyin oblastindan olan x-lor

liclin go[ f (x) ]=x baraborliyi, x=¢ (y) funksiyasinin toyin
oblastindan olan y-lor iigiin iso f[p(y)]=y bera-borliyi
dogrudur.

5.Funksiya artan (azalan) oldugda, onun torsi do
artan (azalan) funksiya olur.

Tors funksiyanin grafiki

Verilmis y= f(x) funksiyasi ilo onun x= go(y) tors
funksiyas1 xarakter etibari ilo mixtalif asililiqlar ifade
etmolorino baxmayaraq, bunlarin qrafiklori eyni bir
xottdir. Belo ki,y=f(x) funksiyasinin arqumenti absis
oxu iizorinde, x=¢(y) funksiyasinin arqumenti iso or-
dinat oxu iizoerinda gotiiriiliir. Bir qayda olaraq arqu-
ment x vo funksiya y ilo isara olundugu iigiin y= f(x)
funksiyasinin torsi y=¢(x) soklinds yazilir. Onda tors
funksiyanin da arqumenti absis oxu {izorino diisiir.

Teorem 1. y= f(x) vo y= go(x) garsiligh tors funksi-
yalar oldugda, bunlarin grafiklori y=x diiz xsttins no-
zoron simmetrik olur.

Qarsiligh tors funksiyalardan birinin qrafiki
molum olarsa, o birisinin qrafikini qurmagq tigiin malum
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grafiki y=x diiz xattino noazoron simmetrik olaraq kogiir-
mok lazimdir.
Misal.y=e* funksiyasini torsi y=Inx funksiyasidir.

5.4.3.Tars funksiyamn varhg iiciin vacib sortlor

Forz edok ki, y=f(x) funksiyasinin toyin oblasti
X g¢oxlugu doyismo oblasti iso Y coxlugudur. Tors
funksiyanin varhig ticlin asagidaki teoremlor vardir.

Teorem 1. X oblastinda toyin olunmus y=f(x)
funksiyas1 homin oblastda artan (vo ya azalan) oldug-
da, bu funksiyanin tors funksiyasi vardir.

Verilon funksiyanin tors funksiyasini yazmaq {igiin
onun artan vo azalanoldugu araliglara baxmaq lazimdur.

Funksiya azalmayan vo ya atrmayan olduqda funk-
siyamin sabitlik aralig1 varsa, onda bu funksiyanin tors
funksiyasi yoxdur.

Teorem 2. X oblastinda toyin olunmus y= f(x)
funksiyasi oblastin daxilindo diferensiallanan vo tore-
mosi miisbat (vo ya manfi) oldugda, bu funksiyanintors
funksiyas1 vardir.

5.5.Diiz funksiya ilo tors funksiya arasinda slaqo

Tutaq ki, hor hansi
y=f(x) (1)

funksiyas1 verilmisdir. Forz edok ki, (1) miinasibatin-
don x- in Yy vasitasi ilo ifads etmak, yani

x=¢(y) ()
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kimi yazmaq miimkiindiir. Onda ¢ (y) funksiyasina f(x)
funksiyasinin tors funksiyasi deyilir. Bu halda y=f(x)-o
diiz funksiya deyirlor.
Misallar.
y-1

y=3x+1 xotti funksiyasinin torsi x= 3 (yaxud
1 1 . .
¥=3 y— §) xotti funksiyasi olar.

y=4x*funksiyasi iiciin x =J_r%\/; kimi iki funksiya
alarigq. Bu funksiyalardan hor birinin  y = 4x?

funksiyasinin x>0 olduqda x:%\/; , x<0 olduqda

X = —% y tors funksiyasi hesab etmok olar.Burada tors

funksiyanin birqiymsotliyini tomin etmok {i¢iin verilmis
funksiyada arqument iizorino olava sort qoymaq la-
zimdr.

Yuxarida deyilonlordon aydindir ki, x=¢(y)
funksiyast y=f(x)-funksiyasinin tors funksiyasidirsa,
onda y=f(x) do x=@(y) funksiyasinin tors funksiyasi
olar. Yoni y=f(x) vo x=¢(y) qarsiligh tors funksiya-
lardir.

Diiz va tors funksiyalarin qrafiklori y=x diiz xatti-
nd ndzaran simmetrikdirlor.

y=3x+1(diiz funksiya) vo y= %x —% (tors funksiya)

funksiyalarinin grafiklori 5-ci sokilds verilmisdir.
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y=3x+1

y ﬂs ’/. y:x
/ y=1/3x-1/3

.
’
’
.
’
>
Z »

#6:/
X

Sokil 5.

y=4x2 (diiz funksiya, x>0) y= %\/; (tars funksi-

ya, y=>0) funksiyalarinin qrafiklori iso 6-c1 sokildo
verilmigdir.

y A y=4x2
. Y=X
.
r=3
0 X
Sakil 6.

Umumiyyatlo, agor arqumentin miixtolif qiymatlo-
rind funksiyanin da miixtalif qiymatlori uygundursa
(masalon, funksiya artirsa vo ya azalirsa), onda onun
tors funksiyasi var vo birqiymatlidir.
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VI FOSIL. XOTTi FUNKSIYA. ELEMENTAR
FUNKSIYA

6.1.1.Xotti funksiya.Xatti funksiyamn tarifi vo qrafiki

Tarif. y=kx+b (1) soklinds verilmis funksiyaya xot-
ti funksiya deyilir. Burada k vo b sabit komiyyatlordir.
Xotti funksiyanin toyin oblasti (—oo,+o0) intervalidir.

Teorem. Koordinatlar1 y=kx+b tonliyini 6doyon
biitiin noqtalor bir diiz xott iizorindo yerlasir (yoni,
y=kx+b funksiyasinin qrafiki diiz xotdir).

Diiz xottin absis oxunun miisbat istiqgamoti ilo
omolo gotirdiyi bucagin tangensina (k=tge) diiz xattin

bucaq omsali, ordinat oxundan ayirdigi b parcgasina
onun baslangic ordinati deyilir. (1) tonliyi ilo yanasi

y=kx+C(C#£b) 2
tonliyino baxaq. (1) vo (2) tonliklorinin ifads etdiyi diiz
xatlorin hor ikisinin bucaq omsali, yoni absis oxu ilo
omoalo gotirdiyi bucaqlar eynidir. Demali, bu diiz xatlor
paralleldir. Torsino, verilmis iki diiz xott paraleldirso
onda onlarin bucaq omsallar1 barabor olur. Tonliyi ve-
rilon diiz xotti qurmagq t¢iin :

1) diiz xottin koordinat oxlar1 ilo kosismo noq-
talori (x=0) qiymatinda y, y=0 qiymatinds x) tapilir,

2) yaxud da diiz xottin ixtiyari iki noqtasi (x-in
ixtiyari iki qiymating y-in uygun qiymatlori) tapilir. Hor
iki halda homin noqtslorindon kegon diiz xott axtarilan
diiz xotdir.
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Toarif. x voykimi doyison iki komiyyat bir-biri ilo
y=kx (b=0) miinasiboati ilo bagh olduqda deyirlor ki,
homin komiyyotlor arasinda diiz miitonasib asililiq
vardir.

6.1.2.Qiivvat funksiyasi.Qiivvat funksiyasimin tarifi vo
qrafiki

Torif. y=x"soklinds funksiyaya qiivvat funk-siyasi
deyilir (o-haqiqi ododdir).Bundan ovvalki paraq-
raflarda qiivvat funksiyasinin a =1 (diz xott), a =2
(parabola), a = -1 (hiperbola) olan hallar1 nazordon
kecirilmisdir. a=3 oldugda alman y=x* funksiyasinin
qrafikina ti¢ deracali parabola, a=4 olduqda isa (y=x")
dorddaracali parabola deyilir. Bu funksiyalarin qrafiki
1 va 2-ci sokillorda verilmisdir.
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6.1.3. Ustlii funksiya, onun xassalori vo grafiki. Ustlii
funksiyamn torifi

Tarif. a vahiddon forqli miisbat sabit odod olduqda
y = a* soklindo funksiyaya iistlii funksiya deyilir.
y=2",y=3"y= (%) Yy = (%] ustli  funksiyaya

aid sado misallardir. Burada uygun olaraq a=2,a=3,
a= % , a= % gotiirilmiisdiir. a=1 oldugda y=1"=1
alinir ki, bunu da xatti funksiyani1 6yronarkon nazardon
kecirmisik. a<0 oldugqda a x ifadosi hoqiqi ododlor
coxlugunda iimumiyyatlo, monasiz olur. Buna gors do,
torifdo a=1vo a>0 sortlori xiisusi qeyd edilmisdir.

Ustlii funksiyanmin xassalari

Ustlii funksiyanin asagidaki xassolori var:

1.Ustlii funksiya biitiin adod oxunda toyin olun-
musdur.

2.y=a" funksiyasi homiso miisbatdir.

3.x=0 oldugda y=a"=1 olur, yoni funksiyanin
grafiki ordinat oxunu (0,1) néqtesindo kosir.

4.a>1 olarsa x-in misbat qiymatlorindo a*>1,
moanfi gqiymatlarinda iss 0 <a*<1 olar.

5.9sas (a) vahiddon bodyiik olduqda, dstli funk-
siya artandir.

6.9sas (a) 0<a<l olarsa, x>0 oldugda a*<1 vo x<0
oldugda a™>1 olar.Bu halda funksiya azalandir.

7.a<b olarsa, x>0 oldugda a*<b*x<0 oldugda
a>b*, x=0 oldugda iso a*=b” olar.
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y=2" va y= (%) funksiyalarinin qiymotlor codve-

lini tortib edib, qrafikini qursaq, 3-cli sokildo gostorilon
oyrilori aliriq.

Sokil 3.

Logarifmik funksiya vo onun xassolori.Loqarifmik
funksiyamn torifi

6.1.4.Loqarifmik funksiya

Tarif. y=log,x soklinds olan funksiyaya loqarifmik
funksiya deyilir (a>0, a =1).

a =1 miisbat adod oldugda y=a" ustli funksiya-
sinin tors funksiyast y=log, x (x= log, yfunksiyasinda
x 119 y-in yerini doyismokls alinir) olar.

y=log, x funksiyasinin grafikini qurmaq iigiin

y= o* Ustlii funksiyasinin qrafikini 1-ci vo 3-cii
riiblorin tonbdlonine gors simmetrik ¢cevirmok lazimdir.

85



1
/ y=log.x (s>1)

0 1 X PR x
;/’/
2.4
/ —~
y=log, x (O=a<l)

Sakil 4. Sokil 5.

Logarifmik funksiyanin xassoalori

Logqarifmik funksiyasinin qrafikino osason asagi-
daki xassalori sdylomok olar:

1.Loqarifmik funksiyanin toyin oblast1 biitiin
miisbot adadlor ¢oxlugudur, yani (0;) intervalidir. De-
moli, funksiyanin qrafiki ordinat oxunun sol torofin-
dodir.

2.a>1 oldugda x>1 olarsa y= log , x>0,

X<1 olarsay= log , x<0 olar.

3. a>1 olduqda logarifmik funksiya artandr.

4.0<a<l oldugda x<1 olarsa logarifmik funksiya
miisbot, x>1 olarsa manfi qiymatlor alir.

5.0<a<1 olduqda logarifmik funksiya azalandir.

6.a>1 olduqda loqarifmik funksiyanin grafiki qa-
bariq, 0<a<1 olduqda iso ¢okiikdiir.

6.2.1.Trigonometrik funksiyalar

Trigonometrik funksiyalarin torifi
Tarif 1. Absis oxu ilo a bucagi omolo gotiron ra-

diusvektorun ordinatinin homin vektorun uzunluguna

86



nisbatinog a bucaginin sinusu deyilir vo
- y
sina = 1
- (1)

kimi yazilir.

Tarif 2. Absis oxu iloo bucagl amoalo gotiran radius
vektorun absisinin hamin vektorun uzunluguna nisbati-
no o bucaginin cosinusu deyilir vo

X
cosSq =— 2
a=r 2)

kimi yazilir.

Tarif 3. Absis oxu iloa bucagi omolo gotiron ra-
dius vektorun ordinatinin absisino olan nisbatino, ho-
min bucagin tangensi deyilir vo

tga = y 3
X

kimi yazilir.

Torif 4. Absis oxu iloo bucagr amolo gotiron radius
vektorun absisinin ordinatina olan nisboatino, homin
bucagin kotangensi deyilir vo

ctga =X C))
y

kimi yazilir.
Trigonometrik funksiyalarin tak va ciitliiyii
Triqgonometrik funksiyalarin torifindon aydindir
ki, y=sina vo y=cosa funksiyalari (- oo;+o0) intervalinda
toyin olunmusdur vo onlarin qiymoatlor ¢oxlugu
[-1+1] par¢asin1 toskil edir. tgo funksiyasi «- nin

%Jr xz,y=ctge funksiyasi iso krn-don (k=0, +1+243...)
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forqgli biitliin gqiymatlorinds toyin olunmusdur va onlarin
qiymatlor ¢oxlugu (—o,+0) intervalidir.

Teorem.y=cosx funksiyasi ciit, y=sinx, y=tgx,
y=ctgx funksiyalari iso tok funksiyalardir

Trigonometrik funksiyalarin grafiki

Trigonometrik funksiyalarin qrafikini qurmagq
ticlin onlarin dovrii olmasina asaslanib, uzunlugu dévra
boraboar olan parcada (va ya intervalda) onlarin grafiki-
ni qurmaq, konarda iso dovri olaraq tokrar etmok la-
zimdir. Tutaq ki, x radianla 6lgiiliir.

a) y=sinx funksiyasinin qrafiki. y=sinx funksiyasi
x-in biitiin qiymatlorinds, yani (- oo;+o0) intervalinda to-
yin olunmus vo dévrii 2 z-dir. Onun qrafikini [-7; 7]
parcasinda qurmaq ig¢lin y=sinx funksiyasinin tok
funksiya olmasini nazors alaraq [-z;0] pargasina da-
vam etdirmok lazimdir.

Qurma ii¢iin asagidaki iki iisulu gostormak olar:

I iisul.sinx-in  bolgii noqtalorindoki giymaotlorini
cadvalin kdmoyi ilo tapmaq vo koordinat miistovisindo
(x, sinx) noqtealorini qurmagqla onlart ardicil birlosdir-
mok lazimdir.

II iisul. (hondasi tisul). Yuxart yarimmistavido
morkozi (-1;0) noqtesindo olan vahid radiuslu yarim-

. T3 mhtdnin .
cevra gotiiriib, sokkiz barabor (0,8,4, 5818 ;7 ) his-
soya bolok. ©vvalca [0,z] parcasimin yuxarida geyd et-
diyimiz bolgii nogtalorindon Ox oxuna perpendikulyar-
lar galdiririq, sonra iso gevra {izorindoki hor bir bolgii
noqtosindon ona uygun noqtadon qaldirilan perpendi-
kulyarla kosisono godor Ox oxuna paralellor c¢okirik.
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Aydindir ki, kesisma noqtolorinin ordinati sinx-in bol-
gii noqtalorindoki gqiymatlori olacaq (sokil 6).

Sakil 6.

Funksiyalarin tasnifati

Funksiyalar xarakterino, formalarina vo aldiglari
qiymotlorino gora miioyyan siniflora boliiniir.

Osas elementar funksiyalar

Analitik tisulla verilmis asagidaki bes nov funk-
siyaya asas elementar funksiyalar deyilir.

1.Qiivvot funksiyasi: y=x“ (o €R).

2.Ustlii funksiya: o* (>0, #1).

3.Loqarifmik funksiya: y=log , x(a¢>0, « #1).

4. Trigonometrik funksiyalar: y=sinx, Yy=cosx,
y=tgx, y=ctgx, y=secx, y=cosecx.

5.Tors triqgonometrik funksiyalar: y=arcsinx,
y=arccosx, =arcctgx, =arcsecx, =arccosecx,
y=arctgx

Alinmis noqtalori ardicil olaraq salis xoatlo birlos-
dirsok [0;72'] parcasinda y=sinx funksiyasinin qrafikini

alariq. Sonra iso aldigimiz ayrini [— 72;0] parcasina elo
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davam etdiririk ki, qrafik koordinat baslangicina nozo-
ron simmetrik olsun.

Sonradan qrafiki saga [7;37][37;57] vo s.., sola
[-37,-7][-57,-37] vo s. parcalarina kogiirmoklo biitiin
oxda y=sinx funksiyasinin qrafikini aliriq (sokil 7).
Alinan oyriyo sinusoiddeyilir.

o

Sokil 7.

b) y=cosx funksiyasinin qrafiki. y=sinx funksiya-
sinin qrafikine oxsar olaraq qurulur (sakil 8).
Alinan oyriyo kosinusoiddeyilir.

/HJ\\
] \/éﬂ

Sakil 8.

¢) y=tgx funksiyasinin qrafiki. y=tgx funksiyasi
X-in %(Zk +1)- doen (x=0£142;%3,...) forgli biitiin

qiymatlorinds toyin olunmus, doyismo oblasti biitiin
hoqiqi adodlor  ¢oxlugudur vo dovri ~x -dir.
Funksiyanin tokliyini Nnozars alib [o- zj
2
yarmmintervalinda onun qrafikini quraraq koordinat
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basglangicina nozoron simmetrik olmagla [_%;o}

yarimintervalina kogiirok.
Qurma li¢giin asagidaki iki tisulu gostormok olar.
I iisul. Codvalin komoyi ilo bolgli noqtolorinda

(”%O'maq'aj’ funksiyanin qiymotlori miioyyon do-

qiqlikls tapilir, aliman (x;y) noqtolori koordinat miists-
visindo qurulur vo bu ndqtoalor ardicil olaraq solis xotlo
birlogdirilir
II iisul. Morkozi O [_ 1_£;oj noqtosinds olan va-
2

hid radiuslu ¢evronin I riibiinii vo [0;%} pargasini dord

borabor hissoyo bolok vo tangenslor oxu {izorindo
giymati uygun bucaqlarin tangensino barabor pargalar
quraq. Sonra par¢anin bolgii néqtalorindon absis oxuna
perpendikulyarlar galdiririq, daha sonra ise tan-genslor
xotti tizorinda aldigimiz hor bir néqtedon ona uygun
olan bolgi noqtesindon qaldirilmis perpendikulyari
kosono qgodor Ox oxuna paralellor ¢okirik. Alinmis

noqtolori ardicil olaraq solis xotlo birlogdirsok [O;ZJ
2

yarimintervalinda y=tg x funksiyasinin arafikini alariq
(sokil 9).




Sonradan grafiki koordinat baslangicina simmet-
—”;”] inter-
22
valinda tgx-in grafikini alariq. Alinan qrafiki saga [”ﬁ”j
2'2
,(3”;5”] vo s. intervallarina, sola [_3”;_”] , [5”3”] Vo s.
2'2 22 2" 2
intervallarina kogiirmoklo y=tgx funksiyasinin biitiin
toyin oblastinda qrafikini aliriq (sokil 10). Bu oyriyo
tangensoiddeyilir.
d) y=ctg xfunksiyasinin qrafiki y=tg x funksi-
yasimnin qrafikino analoji qayda ilo qurulur. Lakin
burada nozore almaq lazimdir ki, y=ctg x funksiyas1 x-

in 7 -don forqli (n:O;J_rl;J_rZ; ..... ) biitiin giymaotlorinda

rik olmaqla,[_”;o} yarmmintervalina kogiiriib
2

toyin olunmusdur. Odur ki, grafiki (0;z) intervahinda
qurulan oyriys kotangensiod deyilir (sokil 11).

1 A !
Ya y |

L-Ty=tgx y=ctgx "y
//0 Th2 X O ”/ZW

Sakil 10. Sokil 11.

\

v

v

-rl2

=

6.2.1.1. Trigonometrik funksiyalarin qrafikinin siiriismo
vd deformasiya iisulu ilo qurulmasi

Indi y=sinx, y=cosx, y=tgx va y=ctg x funksiyala-
rinin molum qrafikloring asaslanaraq asagidaki funksi-
yalarin qrafiklorini quragq.
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a) y=-cosx funksiyasmin qrafikinin qurulmasi.

Aydindir ki, y=cosx va y=-cosx funksiyalarinin
grafiki absis oxuna nozoron bir-birilo simmetrikdir.
Demali, y=-cosx funksiyasinin qrafikini almaq tg¢iin
y=cosx funksiyasinin qrafikini absis oxu otrafinda 1800
dondormok lazimdir (sokil 12).

Y

' //‘.—\\\ ‘/"—\-7\\\/«“'051
N, PRl S e
Y=-c05 T
Sokil 12.

b) y=acosx funksiyasimin grafikinin qurulmasi.

Bu funksiyanin grafikini qurmaq tiglin absisi do-
yismodon  y=cosx funksiyas1 qrafikinin  biitiin
ordinatlarini a adodino vurmaq lazimdir; a>1 olduqda
grafik ordinat oxu boyunca uzanir (dartilir), a<-1
oldugda hom dartilir, hom do absis oxu otrafinda 1800
doniir,0<a<l oldugda sixilir,-1<a<0 olduqda iso hom
sixilir, hom do absis oxu otrafinda 180°doniir. 13-
cusakildo y=2cosx funksiyasinin qrafiki gostorilmisdir.

L

s /’_\y-‘?cas:r
V ai \_4’ y-cosx. * L

Sakill3.

¢) y=cos o x funksiyasinin grafikinin qurulmasi.

Bu funksiyanin grafikini qurmaq ii¢lin ordinati
doyismoadon y=cosx funksiyasi qrafikinin absisini o
odadine vurmaq lazimdir. @ >1 olduqda qrafik absis
oxu boyunca sixilir (@ dofs), 0<e <1 olduqda iso dar-

tilir.(1/@ dofa)
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y=cosx funksiyasinin giitliiylino asason deyo bilo-
rik ki, wadodi monfi olduqda qrafik y=cos|o|x funk-

siyas1 grafikinin eyni olacaqdir. =2 oldugda qurulan
qrafik 14-ci sokildo gostorilmisdir.

Y
e -Ccos T
'75/ ‘\\ /’0 \\v v ,/ \“\ /l/ \\\ N
Ll (T P z
NYmcos 2z
Sokil 14.

d) y=cos(x+ « ) funksiyasinin grafikinin qurulmasi.

Bu funksiyanin qrafikini qurmaq tiglin y=cosx
funksiyasinin qrafikini biitiinliikklo absis oxu boyunca
la| qadar (a >0 oldugda sola, a <0 olduqda iso saga)

stirisdiirmok lazimdir. a=% oldugda qurulmus grafik

15-ci sokilds gostorilmisdir.
T

-
-~ = e O S i
a5 3 N\ < /\\

c— T g\ >
b, N F O Pag g s~z

Sakil 15.

e)y=-a cos( o x+ « )funksiyasimin qrafikinin qurul-
masi

Funksiyanin grafikini qurmagq f{i¢iin yuxarida de-
yilonlori nazors almaqla asagidaki funksiyalarin
grafikini ardicil olaraq yerins yetirmok lazimdir:

1)y=cosx,

2)y=a COSX,

3)y=acoswX,
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4)y=-acos(wx+ta)

f) y=|cos x| funksiyasinin grafikinin qurulmasi

Miitlog qiymotin torifindon alinir ki, cosx >0
oldugda bu funksiyanin qrafiki y=cosx funksiyasinin
grafiki ilo, cosx<0 olduqgda iso y=-cosx funksiyasinin
grafiki ilo ust-iisto diislir. Odur ki, homin funksiyanin
grafikini qurmaq iglin ovvalco y=cosx funksiyanin
grafiki qurulur, sonra iso qrafikin absis oxundan
yuxar1l hissasi saxlanmaqla, asagi hissosi absis oxu
otrafinda 1800 dondorilir. Noticoda, absis oxundan

yuxarida alnmig oyri y= |cosx| funksiyasmin qrafiki
olar (sokil 16).

-Y=fcos x:

Y4
N =y -~ o \\\ 3 ’// Z

Sokil 16.

y=ina| . y=[tgx , y = ctgx funksiyalarinin qra-
fiklori do bu gayda ils qurulur.

6.2.1.2. Toars trigonometrik funksiyalarin xassalari va
grafiklori
1) Tars trigonometrik funksiyalarin tarifi.

Tarif 1. a odadinin arksinusu [_g.g] pargasindan gotii-
22

riilmis elododos deyilir ki, onun sinusu a-ya borabordir.
Tarif 2. [0; 7] parzasindan giitiiriilon vo kosinusu
a-ya barabar olan adods a adodinin arkkosinusu deyilir.
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2'2
si a-ya borabor olan ododo a ododinin arktangensi de-
yilir.
Torif 4. (0;7 ) intervalindan gétiirillon vo kotan-
gensi a-ya barabor olan adodo a adadinin arkkotangensi
deyilir.

Torif 3. (_~ 7 ) intervalindangétiiriilon vo tangen-

2) y=arcsinx funksiyasinin xassalori vo grafiki.
a)Bu funksiyanin toyin oblasti [— 1;1] pargasidir.

b) y=arcsinx funksiyasi [— 1;1] parcasinda monoton

artandir vo onun qiymatlori [_%%} parcasini togkil
edir.
¢) y=arcsinx funksiyas1 tok funksiyadir:
arcsin (-x)=-arcsin Xx.
y=arcsinx funksiyasinin qrafikini qurmaq {igiin y=sinx
funksiyasinin grafikini birinci koordinat bucagimnin ton-

boloni otrafinda ¢evirmok lazimdir (sokil 17a,b).

Sokil 17.

3) y=arccosx funksiyasimin xassalori va grafiki.
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a). y=arccosxfunksiyasmin toyin oblast1 [-11]par-
casidir.

b). y=arccosxfunksiyas: [-11] par¢asinda mono-
ton azalandir vo onun qiymatlori [0; z]|parcasini togkil
edir.

¢). y=arccosx funksiyasi ii¢iin:

arccos (-X) = 7 -arccosx
boraborliyi dogrudur. Bu boraborlik gostorir ki, y=arccosx
funksiyas1 y=cosx funksiyasindan forqli olaraq ciitliiyii ol-
mayan funksiyadir. y=arccosxfunksiyasinin qrafikini qur-
magq liglin y=cosx funksiyasmin qrafikini birinci koordinat
bucagmin tonbdéloni otrafinda ¢evirmok lazimdir (sokil 18

a,b).

a) b)
Sokil 18.

4) y=arctgxfunksiyasimin xassalori vo grafiki.
a)y=arctgxfunksiyasinin toyin oblast1 biitiin haqiqi

adadlar ¢oxlugudur: (— o0;0).

b)y=arctgxfunksiyasi (— o0; 00) intervalinda
monoton artandir va onun giymatlori [_z.zj intervalini
2'2
toskil edir.

c¢)y=arctgx tok funksiyadir: arctg(-x)=-arctgx.
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y=arctgx funksiyasinin qrafiki 19-cu sokilds veril-
misdir.

5) y=arcctgxfunksiyasimin xassalari v grafiki.

a) y=arcctgx funksiyasmin toyin oblasti (— ;o)
intervalidir.

b) y=arcctgx funksiyasi (—oo;c0)intervalinda 7 —don
0-a goder monoton azalir vo qiymatlori(0;z)intervalini
toskil edir.

c)y=arcctgx funksiyasi ti¢iin:

arcctg(-x)= r -arcctgx

boraborliyi 6donilir. Bu, ciitlilyii olmayan funksiyadir.
y=arcctgx funksiyasinin qrafiki 20-ci sokildo gostoril-
misdir.

2 y=arcctgx
e e e i X

»
>
X

Sokil 19. Sokil 20.

6.2.2.Flementar funksiyalar
Torif. Osas elementar funksiyalar va sabitlor iizo-
rinds sonlu sayda doérd hesab omali (toplama, ¢ixma,

vurma, bolmo) va superpozisiyalar totbiq etmoklo ali-
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nan vo y=fx) soklindo disturla ifado olunan funksi-
yalara elementar funksiyalar deyilir.

Mbasalon,
101
Dy= 4x+1

2) y= lgg(x +1+x° );
3) y=+/3+xsinx;
4)y = arcsin(2+x?);
funksiyalar1 elementar funksiyalardir.
Elementar funksiyalar cobri vo transendent funk-
siyalar adlanan iki sinfo boliiniir.

Elementar funksiyalarin sortlorini 6domayan funk-
siyalara elementar olmayan funksiyalar deyilir.

6.3.Cabri vo transendent
funksiyalar.Hiperbolikfunksiyalar

6.3.1. Cabri funksiyalar
Torif. Qiymotlori arqument iizorinds sonlu sayda
toplama, ¢ixma, vurma, bélma va rasional {ista nazoron
qlivvata yiiksaltma kimi cobri amollor aparmagqla alina
bilon funksiyalara cabri funksiyalar deyilir.

Masalan,

1) y=5x" —3x+2; 2) =283,
1-x

3)y=~2x—1; 4), - 1=x
x+¥x+1

funksiyalar1 cobri funksiyalardir.
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Cobri funksiyalar rasional vo irrasional olan iki
nova bolindr.

Rasional funksiyalar

Torif. Arqumenti {izorindo koékalma omolindon
basqa galan biitiin omollor aparila bilon cobri funksi-
yalara rasional funksiyalar deyilir.

Rasional funksiyalar tam rasional vo kosr rasi-
onal funksiyalara boliinir

a) Tam rasional funksiyalar

Asagidaki diisturla verilon funksiyaya tam rasi-
onal funksiya deyilir.

y=aox"+a;x" ... +a, x+a,

burada: n-monfi olmayan tam adod (yaxud n=0)ag,a,,
a,,....,a, verilmis adodlor vo ag # 0;

b) Koasr rasional funksiyalar

Iki tam rasional funksiyanin nisboti:

yzaox” +ax" +ota, x+a | M0

byx™ +b,x"" +..+b_ x+b_

soklindo verilon cobri funksiyalara kosr rasional
funksiyalar deyilir.

Irrasional funksiyalar

Tarif. Aqrumenti iizorinds toplama, ¢ixma, vurma,
bolmoa vo hom do kdkalma omollori aparila bilon cobri
funksiyalara irrasional funksiyalar deyilir.

6.3.2.Transendent funksiyalar
Torif.Cobri olmayan funksiyalara transendent
funksiyalar deyilir.
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Ustlii,loqarifmik, trigonometrik,tors trigonometrik
vo {stii irrasional odod olan qiivvat funksiyalar
transendent funksiyalardir.

6.3.3.Hiperbolik funksiyalar

Hiperbolik funksiyalar sado elementar funksiyalar
kimi ¢ox genis totbiq olunan funksiyalardir.

1)hiperbolik sinus: th=%(ex —e‘x);

2)hiperbolik kosinus: chx= %(e" + e‘x);

3)hiperbolik tangens: thx= shx e —e: :
Chx e +e ™

chx e +e™”

4)hiperbolik kotangens: cthx= — =

S eX _e*x
S)hiperbolik sekans:  schx= ~ =2
chx e'+e™*
6)hiperbolik kosekans: cschx= 12 .
SI«lx. ex _e X

Trigonometrik funksiyalar arasinda olan bir sira
miinasibatlor uygun olaraq hiperbolik funksiyalar ti¢iin
do vardir.

Masalan,

1) ch®x—sh’x=1
2)sh2x = 2chx - sx
3) ch2x = sh®x+ch’x
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4) sh(x + y) = shx - chy + chx - shy
5) ch(x + y) = chx-chy + shx - shy
6) ch(—x) = chx

7) sh(-x) = —shx
8) th(— x)=—thx
9) cth(- x) = —cthx
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VII FOSIL. FUNKSIYANIN LIMITI

Funksiyanin limiti riyazi analizin ssas anlayisla-
rindan biridir. Riyaziyyatin diferensial, inteqral va s.
kimi ¢ox mihUm anlayislar1 limit vasitssilo toyin olu-
nur.

7.1.1. Ardicilligin limiti

Ardicillig, tam qgiymotlor alan n arqumentinin
funksiyasidir. Tutaq ki, n arqumenti ardicil olaraq
1,2,3,...... 1)
giymaotlorini alir. Bu prosesi zamanla slaqadar tesovvir
etsok (albatto, n-nin doyismosinin zamanla he¢ bir sla-
gosi yoxdur), vaxt kecdikco n doyiseni istonilon boOylk
giymaotlor alaraq qeyri-mohdud artmaqda davam edo-
cokdir.Qabaqcadan gOtlrlilmiis istonilon bOylk hor bir
N oadadi Ug¢lin elo bir an golacokdir ki, bu andan basla-
yaraq n doyisoninin aldigr qiymotlor N adodindon bo-
yuk olacaqdir. n-nin bels sonsuz artmasini qisa olaraq
“n sonsuzluga yaxinlasir”va ya “n—o0” kimi ifads edir-
lor. Bizim burada moqgsadimiz y, =f(n) funksiyasinin
n—oo -da doyismo xarakterini Oyronmokdir.Bu moqsad-

lo,n—ooda y, = 1+% funksiyasini vo yaxud

1+1, 1+£, 1+l, ..... ,l+1 2)
2 3

ardicilliginin doyismo xarakterini izloyok.Bu ardicilligin
bltln hadlori vahidden forqlidir, lakin n doyisoni (1)
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qiymotlorini alaraq artdiqda y, =1+ 1 funksiyasinin al-
n

dig1 qiymotlor vahidogox yaxin olur.Bu yaxmligin xa-
rakteristikasi hondasi olaraq beladir:

{ all |
I—& 7+E
Sakil 1.
1-in istonilon & -atrafiii¢iin elo N=N(¢g) adodi(ndm-
rosi) var ki, (2) ardicilligimin, ndémrosi N-don kigik
olmayan bltlin hadlori 1-in homin e-otrafinda yerlosir
(sokil 1).

I- e<yn<l+ ¢ (n>N) R)]

Mosalon, &= 1 oldugda N=11, &= L oldugda
10 100

N=101, &= ﬁ oldugda N=1001 gOtlrmok olar.(2)

ardicilliginin bu xassasini belo ifads edirlor: 1 adadi n
sonsuzluga yaxinlasdigda (2) ardicilliginin limitidir.
Tutaq ki, A odadi va{y, } ardigillig1 verilmisdir.
Toarif. Tutaq ki, istonilon (kigik) misbot eadadi
verildikdo elo musbat N ododi gbtirmok olur ki, n-in
N-dan kigik olmayan bitlin qiymatlorinda
Vo = Al<e (n=N) “4)
boraborsizliyi 6donilir. Onda A odadine n—soo-da {y, }

ardicilliginin limiti deyilir vo
limy, =A Q)

N—o0

Vo ya
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y, > A (n — ) (6)
soklindo yazilir.(Burada lim isarasi, monasi qaya(sor-

had) olan latin s6zlindon gbtlrilmisddr).
Qeyd edok ki, A odadi va{y, } ardicilligr verildikdo

torifdo gOstorilon N adadinin se¢ilmosi e-dan asilidir:
N=N(e). eododi azaldigca segilon N odadi,
Umumiyyatlo, artir. Onu da geyd etmok lazimdir ki,
verilon e-na qarsi seGilon N(g) adadi yegano deyil.
Torifdo N(g) oadodinin ancaq varligi tolob olunur,
yeganaliyi isa talob olunmur.(4) barabarsizliyi
-e<yn -A<e voya A-e<yn<A+ g (n>N) )
barabarsizliklori ilo eynigliclidiir. Buradan aydindir ki,
A ododi n—ooda {y,} ardigiligmin limitidirse, onda

homin ardicilligin y,-don sonra golon biitliin hadlori A
ododinin e-otrafinda yerlosir. Bu halda {y, }ardicilligi-

nin ancaq sonlu sayda haddi(A-e, A+ ¢ ) intervalinda
yerlosmoaya bilar.(sokil 2)

$ Y% Y (P31,
| I/J’llllll%rl{y’"
\‘ A /
A-E 4+&
Sokil 2.

f(n) funksiyasihar hansi Q xassasini n-nin muoyyan N-
don kigik olmayan butin giymatlorinds (n>N) 6dadik-
do, deyirlar ki, f(n) funksiyas1 Q xassosini n-nin kifayat
gador boylk giymoaylorindatddoayir.

Demoli, a adadi y,=f(n) ardicilliginin n—oo-da li-
mitidirsa, onda n-nin kifayat qodor boOyilk qiymotls-
rinda (4) barabarsizliyiddanilir.
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Ardicilligin 6z limitins yaxinlagma xarakteri mix-
talif ola bilar: ardicilliq artaraq, azalaraq vo ya limit ot-
rafinda rags edorak ona(0z limitinoa) yaxinlasa bilor.

Misall. {1} ardicilliginin limiti sifra borabordir.
n

Dogrudan da, istonilon kigik gadodi verildikdo

%— 0= % <g¢ olmasiiigiin n> 1 olmasi1 vo buna goro
&
do N= F} +1 gbtlirmok kifayatdir. Bu ardicilliq aza-
&

laraq limito yaxinlasir.

Misal 2. {2 - iz} ardicilliginin limiti 2 dodidir:
n

lim2-2)=2
n

n—o0

Ardicilliq artaraq limits yaxinlagir.

Misal 3. {(—1)“-1} ardicilligr sifir otrafinda rogs
n

edorok ona yaxinlasir:

Iim[(—l)n E} =0
N n
Belo bir sual qarsiya ¢ixir: bir ardicilligin nego
limiti ola bilor ?
Teorem 1. Ardicilhigin ancaq bir limiti ola bilor.
Isbati. Oksino forz edok ki, {y,} ardicilliginin

mixtolif iki A1 vo Az (A1#A2) limiti var. Onda limitin
A=A
2

torifino gOro, verilmis ixtiyari &= adadi Ugln
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V. —Al<e (n=Np) 8
Vo Y, —Al<e (n=Ny) 9)
borabarsizliklori 0donilmalidir. N1 vo Naadadlorinin an
bOylylnu N ils isars etsok, n>N olduqgda (8) va (9) bo-
rabarsizliklorinin ikisi do eyni zamanda 6donilor.
Buradan n>N oldugda

A = A=A = ¥0) + (Y = A <A = Yol +]y, — A <2
&=|A — A
vo ya |A —A|<|A —A,| alinir. Bu ziddiyyst teoremin

dogrulugunu gostorir.
Torif. Limiti olan ardiciliga yigilan ardicilliq,
limiti olmayan ardicilliga iso dagilan ardicilliq deyilir.

Misal 4.
1,-1,1,-1, ..(-)™ ...,
0, 1,0, 1,....,“(2‘1)

ardicilhglar: dagilandir.

Qeyd edok ki, verilmis yigilan ardicilligin sonlu
sayda hoddini atmaq va ya doyismoak olar, bu onun yi-
gilmasina vo limitinin qiymatina tosir etmir.

Ardicilligin bitin hoadlori mixtslif olmaya da bi-
lor. BUtln hadlari bir-birine barabor olan

AAA,....,A (10)
ardicilligina stasionar ardicilliq deyilir.

Misal 5. Stasionar y,= A(n=1,2,...) va ya (10)
ardicilligr yigilandir vo onun limiti A-ya borabordir:

limy, =A

N—0
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Dogrudanda, istonilon >0 adadi Uglin
y,—A=0<¢
boraboarsizliyi n-nin bitlin qiymatlorindeddonilir.
Teorem2. Xq nOqtosi X= {X}ededi coxlugunun limit
ndqtosi oldugda, homin ¢oxlugun elementlorindon
xoodadine yigilan {x} ardiciligin1 ayirmaq olar.
Isbati. X, nOqtesi X coxlugunun limit noqtosi
oldugundan onun iatonilon estrafinda homin goxlugun
sonsuz sayda elementi yerlosir. Onda (Xo -1, Xp+1)

intervalinda da X c¢oxlugunun sonsuz sayda elementi
yerlosir. Bu elementlorin birini x; ilo isaro edok. Sonra

X ¢oxlugunun (xo —%, X, +%) intervalinda yerloson vo

x1-don forqgli olan hadlorinin birini gbtlrlb X, ilo isara
edok. Bu prosesi davam etdirdikdo n-ci dofo X

- 1 1).
coxlugunun | X, o X°+ﬁ intervalinda yerloson xn

elementi (x, # X, k=1 n-1)goturilir. Beloliklo, ayril-
mis Xy, X,...,Xp,.... ardicilligiii¢iin

1
|Xn _X0|<H

miinasibati ddonilir. Buradan:
limx, =X,

n—oo

Isbat etdiyimiz teoremin miioyyon monada torsi do
dogrudur: X goxlugunun xo néqtesing yigilan {x, }ardi-

cilligr ayirmaq mimkindirss, onda xo n0qtesi X goxlu-
gunun limit ndqtosidir.
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Dogrudan da, X,—Xg(n—)olmasi o demokdir ki,
ixtiyari €>0 adadina garsi eloN=N(g) var ki, n-nin n>N
giymatlorindo

X, —Xo| <€ voyaxud xo- €< Xa<xot €
baraboarsizliyi 6danilir.Demali, Xo-1n eatrafinda ardicilli-
gin (buna gOro do X ¢oxlugunun) sonsuz sayda haddi
yerlosir. Bu isoXp ndqtesinin X ¢oxlugunun limit n0qtasi
oldugunu gostorir.

7.1.2. Yigilan ardiciligin sads xassalari

Teorem 1. Yigilan ardicilhiq mahduddur.
isbati. Forz edok ki, {y,} ardicilligr yigilandir vo

onun limiti a-ya barabordir. Onda 1= >0 adodi Ugun
elo N var ki, n>N oldugda

|yn — A| <l (n>N)
borabarsizliyi 0denilir. Buradan:

Yol =[Cv = A+ A<[y, - A+ <1+[A
voya

yo[<1+|Al (0=2N)

Onda M ild|y,|, |Y,| Yyl 1+|A

odadlorinin on boyuylnl isars etsok, n-in bitlin qiymat-
lorinda |y,| <M boraborsizliyi ddonilir. Bu iso {y, |
ardicilliginin mohdud olmasi demokdir.

Bu teoremin torsi dogru deyildir. Mohdud ardicil-
liq yi1gilan olmaya da bilor.

Misal 1. Mohdud {(—1)”’1}ard101111g1 yigilan de-
yildir.
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Dogrudan da, 1, -1, 1, -1, ...., (-1)»1 ... ardicilligi-
nin limiti yoxdur (4-cll misal), lakin onun butin hadlari
mUitloaq qiymotco vahidi asmir. Demoli, ardicilligin
mohdud olmas1 onun yigilan olmasiiigiin zaruri sortdir,
lakin kafi deyildir.

Teorem 2. limy,_ = A olarsa, onda Iim|yn| = |A|
n—oo

Isbati. Torifo goro istonilon eodadi ligiin elo N var
ki, n>N olduqda
|yn _ AI <g¢ (n>N) olur.Onda

Vol =AY, —A<e  (n2N)
yoni |y,|—=|A  (n—w)

Hor bir ardicilligin altardicilhigindan danismaq
olar. Verilmis

Yir Yooy Yoo 1)
ardicilliginin

Ni<n,<....<n, <....
indeksli sonsuz sayda hodlorini ayiraraq

Yoo Yoy eeeees Yo eoneenes 2)
ardicilligini  duzoldok; burada k indeksi sonsuzluga
yaxinlasanda nida sonsuzluga yaxinlasir.(2) ardicilligi-
na (1) ardicilliginin altardicilligr deyilir.

Buradan aydindir ki, verilmis (1) ardicilliginin
sonsuz sayda altardicilligivardir.

Teorem 3. Verilmis ardicilligin A adadins yigilan
olmasiii¢iin onun istonilon altardicilliginin homin A
odadinos yigilan olmasi zoruri vo kafi sortdir.

Sortin zoruri oldugunu isbat etmok Ug¢lin ardicilli-
ginlimitinin torifindan istifads edok:istonilon >0 lglin
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elo N(e) var ki, n>N oldugda |y, - A<e (n=N) olur.
Buradan aydindir ki, ne>N barabarsizliyini 6doyon
bitin niododleri Ugin ds |y, —A <e (m=N) bora-

barsizliyi 0donilir. Buradan:
Yo, > A (k > )
Sortin kafiliyi do eyni qayda ils isbat olunur.

Qeyd. Hor bir ardiciligdan homisa yigilan
monoton altardicilligi ayirmaq olar.

Misal 2. {y, | = {sin n%} vaya
1,0,-1,0,1,0, -1, ..... 3)

ardicilligimin limiti yoxdur (dagilandir), lakin (3) ardi-
cilligimin

-1,-1,....... 4)
kimi (¢ altardicilligindan hor birinin ayriliqda limiti
(albatto, mixtalif) var: 1; 0 vo -1. Altardicilliglarininn
hamist eyni limito yigilmadigindan 3-cl teoremo goro
(3) ardicilliginin limiti yoxdur.

Teorem 4. {y,} ardiciligi A ododine yigilirsa vo

A<p (A>q) olarsa, onda elo N var ki, n-nin N-doan ki-
¢ik olmayan bitlin qiymoatlorinds y»<p (y»>q) barabor-
sizliyi 6donilir.

Isbati. Limitin torifino géros=p-A> 0 ododi glin
elo N(e) var ki, n-nin N-don ki¢ik olmayan biitlin
qiymotlorinda
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v, —Al<e

A-e<yn<A+e=p (n=N)
Borabarsizliklori 0donilir. Axirinct mUnasibatdon
teoremin dogrulugu aydindir. Bu teoremdon bir sira
maraqli naticalor ¢ixarmaq olar.
Natica 1. limy, = Ava n-nin biitlin qiymatlorindo

voya

yn<p (yn=q)
oldugda

A<p (A=q)

Dogrudan da, A> p olarsa, onda isbat etdiyimiz
teoremoa gOra elo N adadi tapmagq olar ki, y»> p (n>N)
olur. Alinan miinasibat sorts ziddir, demoali, A<p.

Natico 2. limy, = A <0 (>0) oldugda elo N>0

adadi var ki, n-nin n>N qiymaotlori Uglin
yn<0 (yn>0) (n=N)
Teorem 5. limy, =limu,=A vo n-nin bitin

giymatlorinda
Yn < Ly < un(S)

miinasiboti 6doenilorsa, onda {v, }ardicilligr yigilandir vo
limy, =A

Isbati. Ardiciligm limitinin torifina géro istonilon
€>0 odod1 verildikds elo N1 vo Naododlori tapmaq olur
ki,

A-e<yn<A+e (n=Np) (6)
A-e<up<A+e (n>N)) (7)
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barabarsizliklori 6donilir. N ilo N vo Naadadlorinin an
bOylylnu isars etsok, onda (5),(6), (7) barabarsizliklori-
no gbrs n-nin n>N qiymatlorindo
A-e<v,<A+¢

barabarsizliklori vo ya

o, —A<e
munasibati 6danilor. Buradan

limo, = A

n—o0

olmasi aydindir.
Natica. lim y, = Avo n-inbutingiymatlorinda

y.<v,<A
miinasiboti 6donilirss, onda {v, }ardiciligi A odadins
yigilar:

limo, =A.

7.2.1.Limit nOqtasinin varhgi

Tutaq ki, X={x} hor hansiodadi ¢oxlugdur. Limit
ndqtasinin torifindonaydindir ki, sonlu x ¢oxlugunun
limit ndqtesi ola bilmoaz. Sonsuz ¢oxlugun iso limit
n0qtosi ola da bilor olmaya da bilor. Masalon : sonsuz

N={1,2,...,n,..}

Coxlugunun heg bir limit n0qtesi yoxdur,sonsuz

11 1
Xlz{l, E,g,..., ;, }

Coxlugunun isa limit ndqtasi (x=0) var.

Sonsuz ¢oxluqlarm limit ndqtesinin varligi haqqin-
da kafi sorti asagidaki teorem soklindo sdylomok olar.
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Teorem 1(Bolsan -Veyerstrass). Mohdud sonsuz
¢oxlugun heg olmasa bir limit ndqtasi var.

Isbati. X coxlugu mohdud oldugundan onun
bltln noqtalari bir sonlu [a,b] parcasinda yerloasir. [a,b]
parcasmin iki barabor [a,a'] va [a,b] (a<a'<b) hissoys
bblok. Bu hissolorin he¢ olmazsa birinin daxilinde X
coxlugundan sonsuz sayda noqte yerlosor (oks halda,
[a,b] parcasinda X ¢oxlugunun sonlu sayda ndqtasi yer-
lasar ki, bu da X-in tamamilo hamin par¢ada yerlosmo-
sind ziddir.) Homin hissonin [a;,b,] ilo isaro edok. Bu
par¢ani da yariya boélorak daxilinde X ¢oxlugunda son-
suz sayda n6qte yerlogon hissoni [a,,b,] ilo isare edak.
Prossesi davam etdirsok hor birinin daxilinde X ¢oxlu-
gundan sonsuz sayda noqto yerloson, uzunluglar1 0-a
yigilan vo har biri 6zlindon ovvalkinin daxilinds yerlo-
son [a, by ] parcalar: ardicilligini alariq.

[a;,bs] 2 [a;, by]>....0[a,, by] 2., (1)

}li_rf(l)(b“ —a,) =0

Yigilan pargalar prinsipinoe gora (1) pargalarinin
hamisiiigiin ortaq olan yegano bir S nOqtesi var. Bu
ndqto X ¢oxlugunun limit ndqtoesidir.

Dogurdan da C n0qtesinin istonilon (C—e,C+ ¢)
otrafini gotlrsok, n-in kifayat qodor bOylk qiymatlorin-
do [a,b] par¢asi homin otrafda yerlosor. Bu pargalarin
hor birinin daxilinde X ¢oxlugundan sonsuz sayda n6q-
to yerlosdiyindon, homin otrafdada X goxlugunun son-
suz sayda nOqtasi yerlogsor. Demaoli, C ndqtesi X ¢oxlu-
gunun limit ndqtosidir.
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Qeyd edok ki, teoremin dogrulugu li¢in ¢oxlugun
mohdud olmas1 vacib sortdir. Lakin sonsuz ¢oxlugun
mohdudlugu limit ndqtesinin vathgiigiin kafi sort olub
zoruri deyildir.

Natica 1. Mohdud sonsuz ¢oxlugdan yigilan ardi-
cillig ayirmaq olar.

Dogurdan da , belogcoxlugun he¢ olmazsa bir limit
nOqtoasi var. X ¢oxlugundan homin ndqtays yigilan ar-
dicilliq ayirmagq iso homiso mimkinddr .

Teorem 2 (Bolsan - Veyerstrass). Hor bir mohdud
sonsuz {X,} ardicilligindan yigilan altardicilliq ayirmagq
olar.

Isbati. Verilmis {x»} ardicillig1 sonsuz sayda miix-
tolif nodqtalordon togkil olunarsa, onun hor hansi Xno
hoaddi sonsuz sayda tokrar olunmalidir. Bu halda hoamin
hadlordon dlizalmis

Xno, Xn 0, - Xn 0, -
altardicilligi tolob edilon atlardicilliq olacaqdar.

{Xn} ardicilligi sonsuz sayda muixtoslif adodlordon
toskil olunarsa x={x,}coxluguna naticoni totbiq etmok-
ls bu halda teoremin dogruluguna inanmagq olar.

Qeyd. Hor bir mohdud sonsuz ardicilligdan yigi-
lan monoton ardicilliq ayirmaq olar.Tutaq ki,{X,}moh-
dud ardicillig vo a hor hansi (sonlu) adaddir. Ogor
istonilon £>0 adadi Uglin

a-e<x, (x,<a+eg)
Borabsizliyi n-in sonsuz sayda giymatlorinda,
a+e<x, (x, <a—¢g)
borabarsizliyi 1so n-in ancaq sonlu sayda qiymaetlorindo
Odonilisa, onda a adadine {X,} ardicilliginin yuxari (asa-
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g1) limiti deyilir va
Iimx, = allmxn = a)

n—-oo
voya
lim supx, (liminfx,)
sokilindo yazilir.
Ardicilligin ancaq bir yuxari (asagi) limiti ola bi-
lor. Mahdud {x,} ardicilliginin hom sonlu yuxari va
hom sonlu asagi limiti var vo onlar arasinda

Iimx, > limx,
n—o n—o

milnasibati dogrudur.Bu minasibatdo baraborlik isarasi
yalniz vo yalniz o zaman olar ki, {X,} ardicilliginin li-
miti olsun. Bu halda

Iimx, = llmxrl = limx,

n—oo n—-oo

Mohdud {X,} Ve{Yn} ardicilliglarinin  yuxari vo
asagi limitlori Uglin
Iim (x, + y,) < limx, + my,
n—-oo n—oo n—-oo
| | lim(x, +yn) = lirgjxrl + lingoyn
minasibatlori dogrudur.

Nbohayat, qeyd edok ki, mohdud sonsuz ardicilligdan
yuxari(asagi) limitins yigilan alt ardicilliq ayirmaq olar.

7.2.2. e adadi, natural logarifm

Owalca y, = (1+)" (n=1,2,..)(1)
ardicilliginin limitini tadqiq edoak.
Nyuton binomu diisturuna asasan:
3 1“_ nl n(n—l)ll n(n—l)(n—Z).l
y_(1+_> tint T w 1-2:.3- 3
nn—-1)..n—-(m-1)] 1
1-2-..°n nn
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(1+13n9=ra1irly:ti(1—;) (-9 (1-3)+ 4
+a(1-90-9)-(-22) @

sskllnds do yazmaq olar (2) barabarliyinin sag torafindo
(n+1) sayda hadd vardir. Bu barabarliyi y,+1 iciin yazag:

(1455 =g () 450 ) (-
) () (- () +

(n+1)! .

1 2 n-1
(- (-5) - (1-5) 3
(3) barabarliyinin sag tarafindaki hadlorin say1 (n+2)
olur. Bu borabarliyin sag torofindoki hadlor (2) borabor-
liinin sag torafindoki uygun hadlordon kigik olmadigindan,

yani
1 1 2 k—1
N I
(-7 (=759)-(1-353)
Oldugundan
n n+1

(1+3) <(1+i53)

Yn < Yn+1 o (4)
Bundan basqa, (2) barabarliyins asaso

1 1 1 1 1
yn<1+1+—+—+---+a<1+1+5+2—2+---+

Vo ya

1
1 1
= =142 % 1+2(1—2—n)<3. (5)

+

117



(4) vo (5) minasibatlorindon aydindir ki, (1)
ardicilligi monoton artan vo yuxaridan mohduddur. Belo
ardicilligin birinci teorema gora sonlu limiti var.

Homin limit e ilo isars olunur.
eznli_)moo (1 + %)n (6)
e, irrasional adaddir. Onun giymatini togribi hesablamaq
olar:
€=2.718281828459045... .

e oadadinin riyazi analizds boyuk shomiyyati vardir. e ado-
dini ¢ox zaman logarifmin osasi hesab edirlor. e asasina
gobra odadlarinin logarifmino natural logarifm deyilir va
«In» ila isara olunur. N adadinin natural logarifmi «In N»
soklindo yazilir. Natural logarifmdan istifado etdikda ri-
yazi analizim bir sira diisturlar1 ¢ox sado sokildo alinir.
Buna g0ro do riyaziyyatda natural logarifmdon ¢ox genis
istifads olunur.

Hor bir N adadinin onlug vo natural logarifmlori ara-
sinda miioyyan oalago yaratmaq olar. Bu mogsadlo InN=a
gobul edok. Onda N=e?. Boraborliyinin har iki torafindon
10 osasina gora logarifm alsaq

lgN=alge
Vo a=In N olduguna gors:
I[gN=InN-Ige
Buradan
In N =2
lge

Bu baraboarlikdan istifado edarok, N adadinin onlug
logarifmi malum oldugda onun natural logarifmini va tor-
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sina, N odadinin natural logarifmi malum oldugda onun
onlug logarifmini tapmagq olar.

lg e=Ig 2,718281...=0,43429...
adadina kegma modulu deyilir voa M ils isars olunur:

M=Ilg e=0,43429... .

Aydindir ki,
L_1_ 2,30258
M Ige )

. n+3
Misal 1, 1m (1+2)" timitini hesablamal. ¢
n — oo n

adadinin torifina asasan:
lim (1_'_1)‘”3: lim (1+1)“_ lim (1+1)3:e.
n

n — oo n n — oo n n — oo
7.2.3. Funksiyanin limiti

Tutaq ki, y=f(x) funksiyas1 X={x} ¢oxlugunda tayin

olunmusdur va a néqtasi bu goxlugun limit noqtasidir
(a nogtesi X c¢oxluguna daxil ola da bilor, olmaya da
bilor). Onda X ¢oxlugundan a-ya yigilan

X1, X0yeeee; Xpyy oo (1)
(Xx#a, k=1, 2,...)ardicilligin1 ayirmaq olar. Aydindir ki, X
coxlugu (a-e, ate) (€>0) vo (a,ate) intervallari,
[a-e, ate],[a-€, a] vo [a, ate] parcalari, [a-g, a) yarim
intervali vo S. ola bilor. y=f(x) funksiyasinin (1)
ndqgtalarinds aldigr giymatlor

f(X1),f(X2),.....F(Xp),.... (2)
ardicilligin1 omalo gatirir. Aydindir ki, X ¢oxlugundan a-
ya y18ilan ¢ox ardicilliq ayirmagq olar.
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a-ya yigilan (1) ardicilliglarina uygun olaraq (2)
ardicilliglarinin yigilmasi haqqinda no demok olar?

Burada iki hal ola bilor: ola bilar ki, a-ya yigilan (1)
ardicilliglarina uygun olan (2) ardicilliglarinin hamaisi eyni
bir A odadins yigilir, ola da bilar ki, eyni bir A adadins
yigilmur.

Birinci halda deyirlor ki, x arqumenti a-ya yaxin-
lasdiqda (x—a) va ya x=a noqtasinds f(x) funksiyasinin
limiti var va A adadi onun limitidir. Buna

lim —
s f(x)=A (3)
Vo ya
f(x)— A (x—a) (4)
sokilinda yazirlar.

Ikinci halda deyirlor ki, f(x) funksiyasinin x=a ndqtasin-
do limiti yoxdur. Indi funksiya limitinin dogiq torifini verak.

Tarifl. X c¢oxlugunun a-ya yigilan istonilon
{Xn}(Xn#a, n=1, 2, ....) noqtalori ardicilligina f(x) funksiya-
siin uygun olan {f(x,)} giymatlori ardicilliglarinin hamisi
eyni bir A odadino yigildigda, homin A adadino x—a
sortindo f(x) funksiyasinin limiti deyilir.

Buradan aydindir ki a-ya yigilan he¢ olmazsa iki
{x'n} vo {X "1} ardicilligina f(x) funkisiyasinin {f(x )} vo
{f(x" ")} uygun giymatlori ardicilliglart miixtalif limitloro
yigilarsa onda f(X) funksiyasinin x=a noqtosindo limiti
yoxdur.

Funksiyaninnoqtadslimitinin basqa torifi dovardir.

Tarif 2. Tutag ki, sonlu ava A adadlari va istani-
lon €> 0 odadi Gcguin elo @ > 0 adadi var ki, x-in X ¢oxlu-
qundan gotiiriilmiis vo

O<|x—al<¢o (5)
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barabarsizliyini 6dayan bitin giymatlorinds

If(x) — Al <e (6)
munasibati 6donilir. Onda A ododine X— a sortinds f(x)
funksiyasinun limiti deyilir.

Qeyd edok ki, A odadi X— a sartinds f(x) funksiya-
simin limiti oldugda (6) borabarliyinin x=a qiymatinda
Odonilib 6danilmamasinin heg bir shomiyyati yoxdur. f(x)
funksiyas1 X=a noéqtesinds toayin olundugda isa onun
homin noqtado limiti  xdsusi f(a) giymatino borabor ola
da bilar, olmaya da bilar.

Funksiya giymatinin 1-ci torifino “limitin ardicilliq
dilinds torifi” (vo ya Heyne monada torifi ) 2-ci torifine
ISo “ limitin €, & dilinds torifi” (vo ya Kosi monada torifi)
deyilir.

Teorem 1. Funksiyanin néqtads limitinin 1 vo 2-ci
toriflori ekvivalentdir (eyniguclidir). Bu o demoakdir ki, A
ododi toriflorin  birina gors f(x) funksiyasinin x=a nog-
tosinda limitidirss, toriflorin digarina gora do hamin nég-
todo f(x)-in limitidir.

Isbati. Forz edok ki, A ododi toriflorin birina goro
f(x) funksiyasinin x=a noqtasinda limitidir, lakin 2-ci tori-
fo gb6ro x=a nbgtasindo limiti deyil. Bu o demokdir ki,
istonilon €> 0 adadina gars1 2-ci torifin talablorini 6doyan
¢ > 0 ododi tapmag mumkin deyil, yani elo g, > 0 adadi
var Ki,ona qars1 gotiiriilmiis istonilon ¢ > 0 odadi Uglin x-
in |x — a|<@ barabarsizliyini dédoayan bitiin giymatlorinds
() barabarsizliyi 6danilmir, x-in (5) munasibatini 6dayan
hec olmazsa bir x” giymoti var ki

If(x*) — Al = ¢, olur
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Belaliklo 6 adadins ardicil olaraq 1, %,i, ...,%, .qiy-
moatlarini vermokls elo
X1,X250e0y Xy oo (7)
nogtalorini tapariq ki,
e — al < ¢ 1fGa) — Al 2 & (8)

Minasibatlori eyni zamanda ddanilor. IX-al<:- ba-

rabarsizliyi 6danildiyindan (7) ardicilligi a adadins yigilar.
Onda 1-ci torifo goro

kli—r>noo f(Xk):A
olmalidir. Bu o demokdir Ki, istanilon £,>0 adoadino garsi
elo N=N(gg) var ki, k-nin k=N barabarsizliyini 6dayan
butln giymatlorinda

If(x) — Al<eo 9)
borabarsizliyi 6danilir. (8) borabarsiziliklorinin ikincisine
gora isa (9) barabarsizliyi 6danils bilmaz.

Alman ziddiyat gostorir ki A odadi ikinci torifo gora
do f(X) funksiyasinin x=a noqtesinds limitidir.

Indi forz edok ki, a ododi 2-ci torifo goro f(x) funk-
siyasinin x=a noqtasindo limitidir. Onda istonilon >0
ododino qarst elo >0 tapmaq olar ki, x-in |x —a|<d
borabarsizliyini 6dayan bitiin giymatlorinds |f(x) — A <e
boraborsizliyi 6doanilir. Bu halda, {x,} ardicillig1 a-ya
yigilan istonilon ardicilliq oldugda ¢>0 odadino qarsi elo
N tapmag olar ki,

x, —al<g (N=N)
borabarsizliyi ddanilsin. Belo x, ndgtalari tgln:
|f(x,) — Al<e (n=N),
olar. Bu iso
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M fx)=A

n —» oo
oldugunu, yani A odoadi 1-ci torifo goro f(x,)-inx=a
noqtasinda limiti oldugunu gostarir.
Funksiya limitinin 1 va 2-ci tariflori ekvivalent oldu-
gundan onlarin har birindan istifads etmok olar.

Misal 1.
f(x):sini (x20) (10)
funksiyasinin X=0 n6qtasinds limitini hesablamali.
Bu mogsadlo 0-a yigilan X\n:nin (n=1, 2, ...) vo
2

X p= i (n=1, 2, ...) ardicilliqiarin g@tiirok:

Xnp—=>0,(n—>o) vo X =0 (h—- o). Bu ardicilliglara
(10)funksiyasinin uygun olan giymatlori

f(xX'n)= sinﬁ =sinnt=0 (n=1,2, ..)

(4n+1)n

vo f(x' n)—Sln——51 =1 (n=12 .)

oldugundan {f(x’ n)} vo {f(x'")} ardicilhiglar1 miixtalif
adadlaro yigilir.
f(X'n)= 0 (n— )
f(x"n)= 0 (n— )
Funksiya limitini birinci torifino gora (10) funksiya-
sini1 X=0 néqtasinds limiti yoxdur.
Misal 2.

f(x) = {1 + Xsm <%0 (11)
2 x= 0
Funksiyasinin Xx=0 noqtssinds limitinin 1-o barabor
oldugunu gdstarmali.
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Bu mogsadls (11) funksiyasi ii¢iin x#0 noqtasinda
dogru olan

1
If(x) — 1] = |xsin ;| < Ix]

barabarsizliyini nozars alaraq, ixtiyari €>0 adadi Uglin 6=¢
secmok kifayatdir. Onda x-in |x — 0] <& borabarsizliyini
6dayan buttn giymatlarinds
If(x) — 1| < x| < p=¢
borabarsizliyi dogru olar, bu da
limf(x) =1

n—oo

oldugunu gostarir.
Indilim,_,, f(x) = Aolmasinin hondosi izahin1 verak.

Bu mogsadlo funksiya limitinin 2-ci torifindan istifado
edok (6) barabarsizliyinin ona ekvivalent olan

-e< f(x) —A<ce
Vo ya

A—e<f(x)<A+c¢
soklindo yazaq. (12) borabarsizliyi gostorilir ki,M[x, f(x)]
noqtasi y=A-¢ Vo ya y=A+¢ dlz xottlori arasinda yerlosir.

Demoli, '™ f(x) = A olmasi hondosi olarag o de-
X — o0

mokdir ki, (xOy) mistavisi Uzarindo y=A-¢ vo y=A+¢ diz
xatlori ilo hiidudlanmis ixtiyari zolaq ii¢lin elo (a-6,a+d)
intervali var ki, f(X) funksiyasinin bu intervaldaki qra-
fikinin (grafik (zorinds a-ya uygun olan néqte mistosna
olmagla) butin noqtolori (NQ oyrisi) hamin zolagin
daxilinds yerlosir.
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7.3.1. Limiti olan funksiyamin xassalari

Forz edok ki, y=f(x) funksiyasi x=x, noqtasini 0z
daxilina alan har hansi intervalda toyin olunmusdur.

Teorem 1. X, ndqtasinda sonlu limiti olan f(x) funk-
siyas1t homin ndgtonin muayyan (x, —J, X, +9) atrafinda
(Xo nOqgtasi mistosna olmagla) mahduddur.

Isbati.Tutaq ki, f(x)—>A(x—Xg). Onda ¢ =1 odadi
tiglin elo §>0 var ki, x-in 0 <|x—x,|<& borabarsizliyini
Odayan buttn giymatlarinds

[f(x)-A<e
munasibati 6denilir. Buradan, x-in (x, -8, X, +3J) inter-
valinda yerlagon butlin giymatlari (X, mistasna olmagla)
aecun:
[FOOl<|A+]f ) - A<|A+1=M

Natica. Xo noqgtesinin he¢ bir otrafinda mohdud
olmayan f(x) funksiyasinin x—X, sortinds (Vo ya X=X,
noqtasinda) sonlu limiti yoxdur.

Teorem 2. f(x) funksiyasinin bir Xy n6gtasinds muix-
tolif iki A vo B limiti ola bilmaz.

Bu teoremin dogrulugu ardicilligin limitinin yegana
olmas1 haqqindaki teoremdon aydindir.

Teorem 3.f(x)—>A(x—Xq) Vo A>B (A<B) olduqgda
XonOqtasinin elo ( x, -3, X, +J ) otrafi var ki, x-in bu
otrafdaki biitiin gqiymatlarinda (X, mustasna olmaqla)

f(x) >B (f(x) <B)
Isbati. A>B oldugda f(x)—A(x—xg)oldugundan

125



£ =A-B odadi Ugiin elo s >0 var ki, x-in 0<|[x—x,|<s
barabarsizliyini 6dayan bitin giymatlorinds
f()-A<e voya A-s<f(x)<Ate
munasibati 6donilor. Demoali, x-in (x, -8, x ,+ ) interva-
lindk1 biitiin giymatlarinds (Xo mistasna olmagla)
f(x) >A-¢ =B
Natica. lim f(x) = A>0 (A<0) oldugda xonoqtesinin

elo(x, =9, X, +0 ) otraft var ki, x-in bu otrafdaki biitlin

giymatlarinda (X, ndgtasi mistasna olmagla)
f(x) >0 (f(x) <0)

Teorem 4.(Kosi kriteriyasi). y=f(x) funksiyasinin
Xo nOqtasinda sonlu limitinin olmasi {i¢iin asagidaki sartin
Odanilmasi zaruri va kafidir: istanilon & >0 adadi Ucln elo
5 = 5(¢) >0, adadi var ki, x-in 0<|x’—x,|<& vo 0<[X"—X,|
< § borabarsizliklorini 0doyan ixtiyari iki x" vo X"
giymatlorinda

<¢&

F ()~ F(x")
borabarsizliyi ddonilir.

Bu teoremin isbatini vermirik.

Isbat olunan teoremlordo Vo 4-cii teoremds X
aVvazing - oo, +oo simvollarinin har birini gotlrmok olar.

Sonsuz kigilan funksiyalar.

Burada biz x=x, ndqtesini 6z daxilino alan har hansi
intervalda toyin olunmus (xo noqtesi mistasna ola bilar)
f(x) funksiyasina baxacagiq.

Limiti X=X, noqtesinds sifra borabor olan y=f(x)
funksiyasina hamin ndqtads vo ya X — X,-da sonsuz Kigi-
lon funksiya deyilir.
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Teorem 1. A oadadi X — Xo sortinda f(x)-in limiti
olmasi tiglin « (X)=f(x)-A farginin X — Xgsortinda sonsuz
Kicilon olmasi ti¢iin zoruri va kafi sortdir.

Sartin zaruriliyi. Tutaq ki, f(x) - A (X—Xp). Onda
ixiyari ¢ >0 Uglinelo & >0var Ki,x-in [x—x,| < & (x#xo)
miinasibatini 6dayan butln giymatlarinda

la(X)| =|f(x) - Al<e
(1)
barabarsizliyi 6danilir. Buradan
a(x) >0 (X— x,) alinir.

Sartin  kafiliyi. a(x) >0 (x—X,) oldugda x-in
[X—=X,| < & (x#x0) milnasibstini 6dayon bitiin giymatle-
rindo (1) barabarsizliyi ddonilor, bu da f(x) —»A(x —Xo)
olmas1 demokdir.

Bu teoremdon aydin olur ki, f(x)—>A(x—xg) olmasi

funksiyanin
fX)=A+ o (%), lim (x) =0

X—>Xo

)
Soklinda gostorilmasine ekvivalentdir.
Misal 1. f(x)=5+(x-1)? oldugdalim f (x) =5, gtinki,

Iirq(x ~-1)?=0
7.3.2.Funksiyamn sag va sol limiti
Funksiya limitinin torifindon aydindir ki, A odadi
x=a nogtasinds f(x) funksiyasinin limitidirsa, onda x-in
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a-ya yaxin va onun istanilon torafinda (sol va sag) yerloson
batln giymatlorinda
| f()-A<e 1)

baraborsizliyi 6danilir. Funksiyanin x=a noqtasinda limiti
olmadiqda isa (1) barabarsizliyi x-in a-nin miioyyan toro-
findo (mosalon, ya solunda, ya da saginda) yerloson qiy-
motlorindo Odonilo bilor. Bu halda funksiyanin homin
noqtads birtorofli limitindon danismaq olar.

Tarif. Tutag ki, sonlua vo A oadadlori verildikda
istonilon & >0 oadi Uglin elo § >0 odadi var ki, x-in X ¢ox-
lugundan gotiiriilmiis vo

O<a-x<o (2)
barabarsizliyini 6dayan bitiin giymatlorinda
| f()-Al<e (3)

minasibati 6donilir. Onda A adodino x — a sortindo (vo

ya x=a noqtasinda) f(x) funksiyasinin sol limiti deyilir vo
xh_tg f(x)= XI_i)r“zn0 f(x)=f(a-0) 4)
(x=<a)

soklinda isara olunur.

Bu torifdoki (2) borabarsizliyini 0<x-a< ¢ ilo avoz
etsok, f(x) funksiyasinin x=a ndqtosindo sag limitinin
torifini alariq. Funksiyanin sag limiti

XILrg f(x) =Xﬂglo f(x)=f(a+0) (5)
(x=<a)
soklinda isara olunur.

f(x) funksiyasmin x=0 noqtasinds sol vo sag limitini
uygun olaraq f(-0) va f(+0) ils isara edirlor

Teorem.y=f(x) funksiyasiin x=a ndqtasinda limiti-
nin olmasi ti¢lin onun hamin ndqtads sol va sag limitlo-
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rinin varlig1 va bir-birina borabor olmasi zoruri vo Kafi
sortdir.

Isbat.Tutag ki, borabarsizliklorini 6doyan biitiin
giymatlorinds. Onda (3) barabarsizliyi, x-in 0<|x-a| <&
minasibatini 6dayan vo buna goro do x-in 0<a-x< §
vo0<x-a< ¢ barabarsizliklorini 6dayan buytin giymatlarin-
do 6danilir. Demali,

A= lim f(x) = f(a-0) = f(a+0)

yani gortin zoruriliyi dogrudur.Sortin kafiliyini isbat edok.

Indi forz edok ki, f(x)-in x=a nogqtesinds bir-birino

barabor olan sag va sol limitlori var:
A=f(a—-0)= f(a+0)

Onda sol va sag limitlorin torifino goro istonilon ¢ >0
odadi  Gcgun elo  6,vad,adadlari var ki, x-in 0<a-x<o,
vo0<a-x< J, barabarsizliklorini 6dayon bdtin giymatlo-
rindo

[f(x)-A<e (6)
barabarsizliyi 6danilir.Buradan, 6 =min(¢o;, J,)olarsa x-in
0<|x—a| <& berabarsizliklerini 8dsysn bitiin giymatlo-
rinds (6) borabarsizliyinin ddonildiyi alinir, yani

Iimf(x)=A
a vo A odadlarinin har hansi biri vo ya hor ikisi —oo, +

oldugda da funksiyanin sol vo sag limiti (sonlu vo ya
«sonsuzy) uygun sokilda tayin olunur.

Misal 1.f(x)=[x]funksiyasinin x=n (n natural adad-
dir) ndqgtasinds sol vo sag limitini hesablamali.
Funksiyanin tarifino goro
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f(x)= {n —1,n—1 < x < nolarsa,
n, n<x<n+1 olarsa

oldugubdan istonilon ¢ >0 Ugin x-in 0<n-x< & (<1)
giymatlarinda

f()-(n-1|=0 < & vo Xx-in 0<n-x< & (<1)
giymatlorinda

[f(x)—n)|=0<e¢
barabarsizliyi 6danilir.Demali,
f(n-0)=n-1 vo f(n+0)=n

Aydindir ki, funksiyanin x=n ndéqtasinda limiti
yoxdur.

Misal 2.f(x)=signx funksiyasinin X=0 noqtesinds
sol vo sag limitini hesablamali. X-in X<O giymatlorindo
f(x)= -1 vo x>0 giymatlarinds iss f(x)=1 oldugundan

lim f (x) =—1= f (—0)

X—>a
Xx=<0

Va
lim () =1= f (+0)
(x20)
1

Misal 3. f(x)=2* funksiyast {i¢iin
f(-0)= Ovo f(+0)=+ 0
7.3.3. Limitlor hagqinda asas teoremlor

ovvalki paraqrafda oldugu kimi burada da biz,
arqumentin sonlu X, n0qtesine yaxinlasdigi halda limit-

130



lori Oyronocoyik. Lakin asagida isbat edacoyimiz
teoremlor arqumentin (—w) vo (+ «) - a yaxinlasdigi

hallarda da dogrudur.

Teorem 1. Sonlu limitlori olan sonlu sayda fi(x)
(k=1, 2, ...,n) funksiyalarmm cominin limiti onlarn
limitlari comina barabardir:

I|me (X) = lem f (%) 1)

X— Xokl

Isbati. Forz edok ki, f(x)—Ax (x—Xg) (k=1n).
Onda ovvalki paraqrafda isbat etdiyimiz 1-ci teoremo
g0Ora

Fc(X)=Axt . (x) (k=1,2,...,n), (2)
burada

XILrEI a,(x)=0 (k=1n) (2) boraberliklorinossason

PABED WD YA

Sonlu sayda sonsuz kigilonlorin comi sonsuz kigi-
lon oldugundan

a(x) = o (x)
k=1
funksiyasix—xgsartinds sonsuz kigilondir. Onda:
2 H0)=2 A +ax),
k1 P}
bu da 1-ci teoremo gora
PRACEDWNCESH)
= i

va ya (1) baraborliyini dogru oldugunu gostorir.
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Teorem 2. Sonlu limitlori olan sonlu sayda
fk(x)(k=1,2,..n) funksiyalarinin hasilinin limiti onlarin
limitlori hasilino borabordir:

n

im [T £,00=]] lim ,(x 3)
0 k=1 ket 70
Isbati.Umumiliyi pozmadan, teoremi n=2 olduqda
isbat edok. ©Ovvalki teoremin isbatinda oldugu kimi
yena dafy(x)— Ay (x—Xg) qabul etsok (2) barabarliklorini
alariq
Homin boaraborliklorassason
00 f,00 =[A + (9] A + (9=
= AA, +[Aa, (%) + A (0 + () 2, (X)]
voya
a(X) =Aa,(X)+ Ay (X) + 4 (X) - a,(X) gobul etsak,
onda:
100 ,(x)=A-A+a(x)
a(x) funksiyasi sonsuz kigilon oldugundan( teorem 3,4)
axirinct baraborlikdon (teorem1) (3) miinasibatinin N=2
oldugda dogrulugu aydindir.

Natico 1. Sabit vurugu limit isarasi xaricina ¢ixar-
magq olar:

lim|cf (x)]:c-[lim f(x)}
X—>Xp X—>Xo
Noticonindogrulugu  sabitin  limitinin  6zlino

borabor olmasindan lim ¢ =c¢ va teoremdon aydindir.

X—>Xg
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Natico 2. Sonlu limiti olan f(X) vo ¢( X)

funksiyalarinin forqinin limiti onlarin limitlori forqgina
borabordir:

lim[f (x) — p(x)] = lim f (x) - lim o(x)
X—>Xg X—>Xg X—=Xo
Dogrudan da,
lim[f (x) - p(x)]= lim £ (x) + (D (x) =
X—Xg X—Xg
=lim f(x)+ lim (=) @(x) = lim f (x) — lim ¢(x)
X—>Xg X—>Xg X=Xy X—>Xg
Natica 3. Sonlu limiti olan f(x) funksiyasiiigiin
lim[f (x)]" =[|im f(x)}
X—Xg X=Xy
baraborliyi dogrudur.
Teorem 3. f(X) vo(X) funksiyalarinin sonlu limit-

lori varsa vo lenx] ¢(x) #0olarsa, onlarin nisbatinin limiti
limitlorinin nist::;tins barabordir:

fog AT

= o0 lim p(x)

Isbati. Forz edok ki, f(x)—>A (x—Xo) vop(x)—B

(x—X0).Onda f(X)=A+ a(x) vo ¢(x)=B+ B(x), burada
!L”xlo a(X)=0 vo !erxl £(x) =0 Bu miinasibatlorossason

f(x) _ A+a(x) zﬁJ{AH"(X) —éj Vo ya

C))

p(x) B+p(x) B (B+p(x) B
f(x) A
W—Bﬂ/(x) 5)

Burada
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a(X)B—ApL(x)

B(B+ (X))
kicilon oldugundan (5) g0stoarilisindon (4) alinir.
Misal. Asagidaki limitu tapmali:
. 8x*+4
lim
-2 4x+1
Limitlor haqqinda isbat etdiyimiz 3-cu, 1-ci vo 2-ci
teoremlordon ardicil istifados etsak:
8x%+4 !(iLT;(SXZ + 4) 8|XILT; x° +4 36

ifadasi x—xg oldugda sonsuz

y(x) =

2 4x+1 lim(4x+1) - 41im x +1 9

Barabarsizlikds limito kegmok
Teorem 1. X-in Xg-In mioyyon otrafindaki butlin

giymatlorindo (X#x0) f(x)>q  borabarsizliyi
Odonilirss va lim f(x) limiti sonludursa, onda
lim f(x)>q 1)

Isbatix, noqtesine  yigilan  ixtiyari X,
ardicilligini(x, #xo) gotirok. Onda n-nin kifayost qodor
bOylk butln giymatlorinda

f(Xn)=q (n>no)
borabarsizliyi 6donilor.Burada limito keg¢sok vo funk-
siya limitinin torifini nozors alsaq (1) bearaborsizliyi
alinar.

Natica. p(x) vow(x) funksiyalarinin x—xgsortindo
limiti varsa voXp-in mioyyan otrafindak: bitlin (x#xo)
qiymotlorinda

P(x) 2w (X)
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boraboarsizliyi 6donilorse, onda:
lim y(x) = lim ¢(x)
Noticonin dogruluguna inanmaq U¢Unf(X)=w(x) — @(X)
funksiyasina teoremi totbiq etmok (=0 hesab edorok)
kifayatdir.
Teorem 2.9gar sonlu
lim f(x) =lim p(x) = A
X% X%
limiti varsa voX-in Xg-in muoyyan oatrafindaki butin (X,
#Xo) qiymatlorinds  f(X)<y (x) <e(X).
Tutaq ki, {X,}={X, Xpreees Xpreees}> 1Yo F = V00 Yareoos Viorooes}
ardigilliglart vo m = 0 adadi verilmisdir. Onda bu ardi-
cilliglar tizerindos asagidaki omollori aparmaq olar:

1ym{x, }={mx, }=mx, mx,,...,mx,,...,
2){Xn}i{yn}:{xniyn}leiyl’XZiyZ""Xniyn"'"
3) o b W =1 Yol = X0 Yo X+ Yoo Xy = Yoo
4) Y, £0; {Xn}:{ﬁ}:ﬁ’&w_’ﬁ’m’

W el vy,

Biitiin elementlari eyni olan ardigilliq, sabit va ya
stasionar ardigilliq adlanir.
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VIII FOSIL. FUNKSIYALARIN KOSILMOZLIiYi
8.1.1. Funksiyanmin nO0qtads kasilmazliyi

Torif 1.(a,b) intervalinda toyin olunmusf(x)
funksiyasinin X, € (a,b) noOqtesindoki limiti f(X)-a
borabor olarsa, basqasdzlo

lim f(x) = f(x,)

X—X(
olarsa, deyirlor ki, f(X) funksiyasi X, ndqtesindo kosil-
mozdir.

Misal 1.f(x)=x* funksiyasmm X, néqtesindo kasil-
mozliyini aydinlagdirin.

Hoalli:Funksiya hor bir Xo€ (—oo, +00) ndgtesindo
kosilmozdir, ¢unki

lim x? = x2
X—Xgo

Misal 2.Asagidaki funksiyanin kasilmazliyini todgiq

edin :
X, x >0,
fx) _{xz +1x<0 }

Holli. Bu funksiya x=0 ndqtesindon basqa hor bir
X € (—oo, +0) noqtesinda kosilmazdir. x=0 ndqtasinda
1so funksiya kosilmaz deyil, belos ki,

f(—0) = )!EPO f(x) = )}_i)rpo(xz +1) =1,

f(+0) = lilPO f(x) = limx=0.

x—->+0
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8.1.2.Sagdan (soldan) kasilmaz funksiyalar

Torif 2. Ogor
f(x) = lim f(x) =f(x¢) ( lim f(x) = f(xq))
x—=X0—0 x—X0+0

olarsa, onda deyirlar ki, f(X) funksiyasi X=Xy n0qtesindo
soldan (sagdan) kasilmazdir.

Ogor f(x) funksiyasi[a,b] par¢casinda toyin olun-
mussa, onda aydindir ki, onun x=a noqtesindo sagdan,
x=b nOqtesinds isa soldan kasilmozliyindon s6hbat gedo
bilor. Ogor Xg€(a,b) olarsa, onda f(x) funksiyasi X=X,
n0qtesinds yalniz vo yalniz o zaman kasilmoz olur ki, o
homin ndqtodo hom sagdan vo hom do soldan kasilmoaz
olsun.

8.1.3.Artim vasitasilo kasilmazliyin torifi

Funksiyanin ndqtods kosilmozliyinin torifini bag-
ga clr do vermoak olar. XE (a,b) vaxq€ (a, b) olarsa,Ax=
X-Xoforqina arqumentin artimi, A f(xy) = f(x) — f(Xq)
forqing iss funksiyanin x=xon0qtasinda artim deyilir:

Ax=X-Xo, Af(Xg) = f(X)-f(Xq) = f(Xo+2X)- f(Xo).

Tarif 2.0gor f(X) funksiyasi(a,b) intervalinda toyin
olunmussa vaXy€ (a, b)lgln

lim [f(xo + Ax) — f(x0)] = 0
olarsa, onda deyirlar ki, f(x) funksiyasix=x, ndqtesindo
kosilmozdir.

Misal.f(x) =v/x, X€ [0, +) funksiyasinin hor bir
X=Xo>0 nodqtesinds kasilmaz oldugunu gostorak.
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Holli. Bunun {ciin [vx — \/_ |qiymotlondirak:
O<|\/_ \/_l_lx X | |X Xo|

Vx +J_ VXo
1 . -
JT_Osabltoldugundan
lim X%l _ g
X—X0 /XO
olur. Onda

lim |[vVx — \/_|—0vayallm(\/_ JX0) =0

X—X0o
olur va buna g0ra do

lim vx = /X,

X—X(
alirq.

Funksiya X araliginin hor bir nOqtesinds kosil-
mozdirsa, onda deyirlor ki, homin funksiya X araligin-
da kosilmoazdir.

8.2. NOqtada kasilmaz funksiyanin asas xassalari

Teorem 1. X, ndqtosinds kasilmoz olan sonlu say-
da funksiyalarin comi (forqi) homin ndqtads kosilmoz-
dir.

Teorem 2. X, nOqtosindo kosilmoz olan sonlu
sayda funksiyalarin hasili homin n6qtods kosilmozdir.

Teorem 3.0gor moxracdaki funksiyanin Xq nbqto-
sindoki qiymati sifirdan farqli olarsa , onda bu n0qtado
kosilmoaz olan iki funksiyanin nisboati homin ndqtodos ko-
silmozdir.

Bu teoremlor bilavasito funksiyalarin limitlorinin
xassalori hagqinda olan uygun teoremlordon alinir.
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Misal 1. f(x) = X", Xx€ R, n € Nfunksiyas: biitlin ho-
qiqi odadlor ¢oxlugunda kesilmozdir. Cinki f(x) = X"
=x-x X funksiyasi n sayda kosilmoz funksiyanin

n
hasilidir.

Misal 2. f(x) = Cx" (C-sabitdir) funksiayas:
R =( —o0,+400) goxlugunda kosilmozdir, ¢lnki hom
u(x)=C sabir funksiyasi vo hom do y/(x) = x" funksiyasi
homin ¢oxlugda kosilmozdir.

Misal 3. f(x) = agx"+a;x"~1+...4a,_; X+a, coxhadli
funksiyas1 sonlu sayda koasilmoz (bitln haqiqi adadlor
coxlugunda) funksiyalarin comindon ibarat oldugu
Ucln kosilmoazdir.

Misal 4. iki coxhadli funksiyanin nisbati olan
agx"+ a;x" 1+ .. +a, 1x+a,
box™ + b;x™ 1+, . +b,,_1x+ b,
kosr rasional funksiya moxracin sifra ¢evrildiyi n6qte-
lordon basqa bltln ndqtolordo kosilmozdir.

f(x) =

8.3. Parcada kasilmayan funksiyanin xassalari

Burada [a,b] parcasinda kasilmayan y=f(x) funksiya-
sinin bir sira asas xassalori sarh olunur. Qeyd edoak ki, f(x)
funksiyasinin parganin a sol uc noqtesinds kasilmozliyi
dedikdo, onun hamin nodqtodo sagdan kosilmazliyi
(f@+0)=1(). b sag uc noqtosinde kesilmozliyi dedikdo
iso homin noqgtado soldan kesilmazliyi (f (0-0)=1(0) basa
duistlir.
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Teorem 1. (Veyerstrassin birinci teoremi). Sonlu

[31 b] parcasinda kasilmayan f(x) funksiyas: hamin parca-
da mahduddur.

isbati. Oksino forz edok ki, f(x) funksiyas: [& b]
parcasinda moahdud deyildir.Onda har bir natural n adadi
Xn € [a’b]ndqtasi var ki,

[f(x)[>n (n=12,..) (1)

olur. Bu %, }ardlcﬂhgl mohdud oldugundan (2<% <b),

uclin elo

ondan bir % €[a b]nt’)qtssina yigilan {Xnk} ardicilligt ayir-
maq olar: fim x,, =% Sarta goro f(x) funksiyasi [a,b]
parcasinda kosilmoyon oldugundan X, néqtesinds kasil-
mayandir. Onda kasilmazliyin torifina gors Lim %, = T(X)
Bu iso (1) barabarsizliyina ziddir. Demali, f (x) funksiyasi

[a, b] pargasinda mohduddur.

Xassa 2. (Veyerstrassin ikinci teoremi). Sonlu [a' b]
parg¢asinda kosilmayoan f(x) funksiyast bu parganin heg
olmasa bir @ ndqgtesindo 6zunun hamin parcadak: doqiq

asag1 sorhoddini, he¢ olmasa bir s nogtasinds iso dogiq
yuxari sarhaddini alir, yani

f@=jf f0=m  f(H)=swf)=M, @

xe[a,b
Isbati. Tutaq ki, f(x) funksiyas1 [a, b] pargasinin heg

bir négtosinds My giymoatini almir. Onda x-in [a, b].doki
biitiin giymatlerinds T () <M, olar.Yeni

140



1
M, — f(x)
funksiyas1 diizaldok. P(x) funksiyasi [a, b] pargasinda

kasilmayan oldugundan 1 xassaya gora mahduddur:
o(x) <My (M >0).

(X)) =

Buradan:

F()<M, -~  (a< x<h)

1

(bu isa Mg odadinin [a’b]pargasmda f(x) funksiyasinin do-
qiq yuxari sarhadi olmadigint gostorir).Demoali, forziyys-
miz dogru deyil, yoni hec olmasa bir S < [a,b]néqtasindo
f(B) =M, olar.

Funksiyanin he¢ olmasa bir « €|[a,b] ndqtesindo do-
qiq asagi sorhoddini almasi da eyni qayda ilo isbat
olunur.

Xassa 3. [a, b] parcasinda kesilmayan y=Ff(x) funk-
siyas1 homin parganin uc noqtalorinde mixtalifisarsli qiy-
motlor alirsa, onda a vo b nogtalori arasinda yerloson an
az1 bir c(a <c<b) noqgtasi var ki, bu noqgtads f(x) funksiya-
s1 sifra ¢evrilir: f(c)=0.

Bu xassoni ¢ox sado handosi monasi var: absis oxu-
nun miixtslif torsflorindo yerloson Ala, f(a) | vo Blb, f(b) ]
noqgtalarini (f(a) >0, f(b) <0) va yaxud da ( f(a) <0, f(b) >0)
birlogdiran vo kasilmoz y=f(x) funksiyasinin grafiki olan
ayri Ox oxunu he¢ olmasa bir ¢ noqtesinds kasir.
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f(c) = 0 oldugda ¢ noqtasina f(x) funksiyasimin sifri
deyilir.

Xassa 4. [a, b] parcasinda kasilmoyan y=f(x) funk-
siyast homin parganin uc noqtalorinda barabar olmayan
A=f(a)=B=f(b) giymatlorini alirsa, onda homin A vo B
odadlari arasinda yerlogon har bir C adadi iglin [a' b] par-
casinda yerloson on az1 bir g ndqtasi var ki, f(é )=C olar.

8.4 . Tors funksiyamin kasilmozliyi

Verilmis oblastda monoton olan y=f(x) funksiya-
sinin tors funksiyasimin varligi vo funksiyanin qiymatlor
coxlugunda onun monoton olmasiavvaldon malumdur.

Indi tors funksiyanm kesilmozliyi haqqinda asag:-
dak1 teoremi isbat edok.

Teorem. [a, b]pargasmda toyin olunmus kosilmoayan

vo artan (ya da azalan) y=f(x) funksiyasinin tors funk-
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siyast olan x = g(y) funksiyasi[c,d] (c=f(a), d="f(b))
parc¢asinda kosilmoyondir.
Isbatr.Tors funksiyanin istenilon y, €[c,d] néqto-

sindo kosilmoz oldugunu isbat etmok Ug¢lin homin
noqtoyo y1gilan ixtiyari{y, } ardicilligini gotiirok:

Y, =Y, (N—>0),y, elc.d] (n=12...)x,=0(y,) Vo
X, =@(y,) olarsa, onda x,=f(x,) voy,="f(x,) Kosil-
mozliyin torifino girox = ¢(y) funksiyasinin yo n0qtosin-

do kosilmoz oldugunu yaqin etmok Uglin istonilon
Y, 2, (M—>w) ardicilligriigiin - homiso x, =¢(y,) > ¢(Y,) =X,(N > )

oldugunu gOstormok kifayatdir. Bunu isbat etmoak U¢ln
oksini forz edok. Tutaq ki, elo {x, fardiciligi var ki, xo

noqtosinds deyil, basqa x* noqtosine yigilir (X' efa,b] x #x,),
onda f(x) artan funksiya oldugundan f(x") = f(x,).

Sorto gOra butln f(x, )=y, ardicilhglarty, = f(x,)
noqtesing yigilir:

F06) =Y = Yo= (%) (ko)

O biri torofdon iso X, — X" (kK > ) oldugundan
f(x) funksiyasinin kesilmozliyino géro f(x, ) = f(x") (k > )
olmasidir.Demali, {f (X, )} ardicilligr 1ki mixtalif f(xo)

vo f(x*) limitlorins y1gilir. Bu 1so ola bilmoz. Alinan zid-
diyyet teoremin dogru oldugunu gostorir.

Bu teoremdo funksiyanin toyin oblasti olaraq par-
¢a ovozina interval da gOtlrmok olar.
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Sakil 1.

Lakin toyin oblasti parga vo intervaldan forqli
oblast gbtlruldikds teorem dogru olmaya biloar.

Dogrudan da, toyin oblast1 iki [a,a, |vo[b,,b]par-
calarindan ibarat olan vo monoton artan y = f(x)

funksiyasinin x=¢(y) tors funksiyasi yo ndqtesindo ko-
silondir (sokil 1).
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IX FOSIL. ELEMENTAR FUNKSIiYALARIN
KOSILMOZLIiYI

9.1.1. Kasilma noqtalori

Verilmlsf(x) funksiyasinin toyin oblastina daxil
olan Xgnoqtesine o zaman onun kosilmo ndqtasi deyilir
ki, hamin nbqtado

lim £(x) = f(x,) 1)

boraborliyi 0donilmosin.Elementar funksiyalarin belo
kosilmo nOqtesi ola bilmoz, ¢lnki bltin elementar
funksiyalar toyin oblastlarinin har bir ndqtoesinds kasil-
moyandir.

Qeyd edok ki, f(x) funksiyasinin toyin oblastina
daxil olmayan, lakin homin oblastin sorhod nOqtosi
olan ndqtoni dof(x) funksiyasinin kosilmo ndqtosi hesab
edocoyik. Elementar funksiyalarin kosilmo noqtolori iso
elo bu tipli ndqtolor olur.

Limitin torifinossason (1) boraborliyi f(x)funksi-
yasinin Xo nOqtasindaki sol vo sag limitlori vasitasilo ya-
zilmig

(%, ~0) = f (%) = f (¥, +0) @)

minasibotino ekvivalentdir. Demali, Xqnoqtosi f(x)
funksiyasinin kesilma n0qtesidirse, onda (2) miinasibe-
tindoki borabarliklorin he¢ olmasa biri pozulmalidir.
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9.1.2 Birinci va ikinci nov kasilma noqtalari.

Tarif 1. Ogor Xgnoqtasi f(X) funksiyasinin kosilmo
nOqtesidirsa  vo bu n0Oqtado funksiyanin sonlu
f(x,-0) vo f(x,+0) sol vo sag limitlori varsa, onda

XonOqtesinof(X)funksiyasinin ~ birinci ndv  kosilmo
nOqtasi deyilir. f(x) funksiyasinin Xgkasilmo néqtesinda
f(x,—0) = f(x,+0)

minasibati 0donildikds, XynOqtasinaf(x)-in aradan qal-
dirila bilon kasilma nOqtasi deyilir.Bu halda funksiya
XonOqtesindo toyin olunmus olarsa, onun homin
ndqtodoki qiymatini doyisorok

f(%,) = f (%, ~0) = f (%, +0) 3)

gobul etsok, f(X)funksiyasixondqtosinda kosilmoyan
olar. Funksiya Xy ndqtesinds toyin olunmamissa, onda
homin noqtodo funksiyani (3) beraborliyi ilo toyin
edorak, noticado Xy nOqtesindo  kasilmoyan funksiya
alariq.

Funksiyanin Xy kosilmoa ndqtesindo

f(x,—0) # f(x,+0)

minasibati  0donildikda, XgnOqtesinaf(X)-in  sonlu
sigrayish koasilma nOqtasi deyilir vo
d =[f(x, +0)— f(x, —0)|

forqi f(x) funksiyasinin X, nOqtesindoki sigrayisi

adlanir.d adadi, Xy nOqtasinda f(X) funksiyasinin neca
doyisdiyini xarakterizs edir.
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Dediklorimizdon aydindir ki, funksiyasinin birinci
ndv kosilmo ndqtolori aradan qaldirila bilon vo sonlu
sigrayish kosilmoa ndqtalorindon ibaratdir.

Tarif 2. Ogor f(X) funksiyasinin Xq kesilma noqto-
sindo f(x,-0) (sol) vo f(x,+0) (sag) limitlorinin

he¢ olmazsa biri yoxdursa ya da sonsuzluga borabor-
dirsa, onda Xy nOqtesina f(x) funksiyasinin ikinci nov
kasilma noqtasi deyilir.

Misal 1. f(x) = signx funksiyasix=0 ndqtesinds ko-
silondir.x=0 ndqtasi bu funksiyanin birinci név (sonlu sig-
rayish) kesilmo noqtesidir. f(-0)=-1 vo f(+0)=1loldugundan
x=0 nOqtasindos f(X) funksiyasimnin sigrayis1 d=2 olar.

Misal 2. f(x)=¥ (x # 0) funksiyast x=0 ndq-
tosindo kosilir. Xx=0n0qtoesi bu funksiyanin birinci nfv
(aradan galdirila bilon) kosilmo ndqtasidir.

f(-0)=1=f(+0)oldugundan f(0)=1 qobul etsaok,
funksiya x=0 ndqtasinds kasilmayan olar ( sokil 1).

Misal 3. ©dad oxunun har bir ndqtasi y=D(x)
Dirixle funksiyanin ikinci ndv kosilmo  ndqtosidir.
Ixtiyari x, € (—oo, o) nOqtesindo D(X) funksiyasinin no
sol D(X0-0), no doa sag D(Xp+0) limiti yoxdur.

y 2

, -

S a3 0 % j '
I

Sokil 1. Sokil 2.

-
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1
Misal 4. f(x) = { ' * 70 olduqda
2, x =0 olduqda

Funksiyasix=0 ndqtasinda kasilondir. Xx=0 ndqtasi funk-

siyanin ikinci nOv kosilmo ndqtesidir. Bu nOqtada:
f(0)=2, f(-0)=-00 va f(+0)=00(sokil 2).

Misal 5. f(x)= sin% (x#0) funksiyas1 U¢lin x=0

ikinci nOv kosilmo noqtosidir. Bu néqtods f(-0) vo
f(+0) limitlorinin he¢ biri yoxdur.

9.1.3. Monoton funksiyastyanin kasilma noqtalari

Forz edok ki, y=f(x) funksiyasi[a, b] pargasinda

toyin olunmus monoton (artan, azalmayan, azalan, art-
mayan) funksiyadir. Bu funksiya [a, b] pargasinda
mohduddur. f(a) vaf(b) adadlori (parganin uc ndqtale-
rindoki qiymatlori) onun [a, b] parcasinda on kigik
vaan bOylk qiymatloridir.

Monoton funksiya toyin oblastinin butiin ndqtole-
rindo kosilmoyon olmaya da bilor. Lakin onun kasilma
nOqtalorinin xarakteri haqqinda mioyyon fikir sOylo-
mok mimkundir.

Teorem 1. [a, b] parcasinda monoton olan f(x)
funksiyasimin homin parcada ancaq birinci nOv kasilmo
nOqtasi ola bilar.

Isbati.Umumiliyi pozmadan teoremi azalmayan
funksiya Ucln isbat etmok kifayotdir. Tutaq ki,
X, € [a,b] ndqtesi parcanin sol ucundan farqli her hansi
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noqtadir. [a, b]parcasinin X,-dan solda yerlogon hisso-
sindaf(X)<f(X,) barabarsizliyi 6danildiyinden hamin ¢ox-
lugda f(x) funksiyas1 yuxarida mohduddur.Bu ¢oxlug-
da f(x) funksiyasmmin doqiq yuxari sorhoddi Mgy ol-
sun.Onda daqiq yuxar1 sarhaddin torifino gOrs ixtiyari

g> 0 odadi U¢lin els x, < x, n0qtesi var ki, M, —¢ <

f(x) < M,barabarsizliyi 0donilir. f(x) funksiyas1 azal-

mayan oldugundanx-in xO’ < X < X, borabarsizliyini
O0doyan bltln giymatlorindo do homin M< f(x) <M,
borabarsizliyi dogru olar. Buradan gbrUnilr ki, M, =
f(x-0) vo M, = f(x-0) < f(x) (1) munasibati
dogrudur.

Eyni mihakimo ilo gOstormok olar ki, f(x)
funksiyasinin xo n0qtesindo sag limiti do var vo

Fly) < f(%+0) (2)
miinasibati 6danilir. (1) va (2) barabarsizliklorindon
f(x-0) < fx) < f(x%40)
3)

Demoali, istonilon x, ndqtesinds ya
f(x-0) = f(x+0) (bu halda, f(x) funksiyasi X,
ndqtoesindo kosilmoyondir), ya da f(x,-0) <f(x+0)
olar, bu iso x, nOqtesinin f(x)-in birinci név kosilmo
nOqtoasi oldugunu gostarir.

Teorem 2. [a, b] parcasinda ((a,b) intervalinda)

monoton artan (vo ya azalan) f (X) funksiyasiin qiymat-
lari [c, d] parcasim (ya da (c,d) intervalin1) amalagatirir-
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sd, onda f(x) funksiyasi[a, b] parcasinda ((a,b) interva-
linda) kasilmayandir.

Isbati. Oksini forz edok. Tutaq ki, f(x) funksiyasi
bir x, €[a,b] ndqtesinde kesilir. Dvvalki teoremo goro
bu ancaq birinci n0v kosilmo ndqtasi ola bilor. Bu halda
xo noqtesinde ya f(x-0) < f(x) , ya da f(x) <
f(x+0) munasibati 0donilmalidir. Tutaq ki, birinci
boraboarsizlik 6donilir (ikinci 6donildikds do eyni miha-
kimo aparilir). Onda x<Xq oldugda f(x)<f(x-0) vo Xx>Xo
oldugda f(x) > f(x) borabarsizliyi Odenildiyindon,
f(x) funksiyast f(x,-0) 1ilo f(x) arasinda yerloson
y, €[c,d] qiymatini he¢ yerde ala bilmoz. Bu isa f(x)
funksiyasi qiymatlorinin [c,d] pargasini togkil etmosi
sortino ziddir, yoni f(x)-in [a, b]-do he¢ bir kosilmo
n0qtesi yoxdur.

9.2.Sad3 elementar funksiyalarin kosilmazliyi

1) y=a* (a> 0,a # 1)Ustlli funksiyas1 hor bir néq-
todo kasilmazdir. Bunun isbatini vermirik.

2)y =log,x, x€ R, =(0,),a > 0,a # 1,loqarif-
mik funksiyas1 R- do toyin edilmis vo ciddi monoton (a> 1
oldugda monoton artan, 0 < a < 1 oldugda iso monoton
azalan)  u(x)=a’Ustll  funksiyasina  tors  funksiya
oldugundan 2-nin 6-c1 teoreminos gora R+ -da kosilmozdir.

3) Quvvat funksiyasina baxaq:

y=x% x€R, ,a€R
Bu funksiyani asagidaki kimi gbstormak olar:
y = a?lo8aX 3 > 1,
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Hom y=a' vo hoam dot=a log, x funksiyasi kesilmoz
olduguna goroy = a'°8a*miirokkob funksiyas: da, yoni
baxdigimiz y=x*funksiyasi1 da kesilmoz olur.

4) y=sinx funksiyasinin kasilmoz oldugunu isbat
edok. Bunun Ucln |sinx-sinxo| forqini qiymoatlondirak:

x—Zxo ( 1)

. . . X~ + )
|S|nx-5|nxo|:|251nxzﬂcos Xzﬂ| <2 |sm

Malum teorema gora
sinx] < x|, x€(~7.7)
sinx X, X€l—=,=
_ 22/
barabarsizliyi alinir.Onda (1) borabarsizliyindon aliriq
ki,
X — Xq
2
lim, . |[x —xo| =0  oldugundan
lim|sinx — sinx,| = 0,
X—X(
Yoni, lim,_,, sinx = sinx, olur.

5) y=cos x funksiyasi da hor bir x € R ndqtoesindo

0S|sinx—sinx0|<2-| |= |x — X0l

. . . . T
kosilmozdir. Onun kosilmoz olmasicos x = sin (X + E)

disturundan va 2-nin 7-ci teoremindon alinir.

6) tg X va ctg X trigonometrik funksiyalar1 toyin
oblastlarinin hor bir néqtesindo kosilmozdir. Bu
funksiyalarin kosilmozliyi 1ki kosilmoz funksiyanin
nisbatinin kosilmazliyi hagqinda olan teoremdon alinir.

7) 2- nin 6-c1 teoremindon arcsinx, x€ [—1,1],
arccos X, x € [—1,1] arctgx, x € R, arcctgx, x €R
funksiyalarinin kosilmozliyi alinir.

Misal 1. Limiti hesablayin:

. Vvx+5-3

lim—————.

x4 X—4
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Holli. Bu misalda nisbotin limiti hagqinda teoremi
bilavasito totbiq etmok olmaz, ¢inki hom sliratin vo

hom do moxracin limiti sifra baraboardir. y = VX + 5
ovazlomasi aparaq. Onda limitds doyisonin avaz edilmo-
si dUsturuna osason

im X573 iy Y23 ¥YZ3 g, L1

x4 X—4 y-3y2—9 y-3(y—-3)(y+3) y-3y+3 6
olur.

Misal 2. Limiti hesablayin:

lim (tg; + 2* cos nx) :

x—4

Helli.tgg, 2* vo cosmx funksiyalar1 x=4 ndqte-

sindo kosilmoz oldugu Ugin

T T
limtg; = th

X—4
=1, lim2¥=2*
X—4
=16 liril cosmx = cosdn =1
X—

olur. Onda comin va hasilin limiti haqqinda teoremloro
osason

limy_,, (tgg + 2Xcosnx) = limy_,, tgf—( + lim,_,, 2* - lim,_,, cosnx =
=1+16-1=17

9.3.1. Funksiyalarin mintazom kasilmazliyi
Tutaq ki, y=f(x) funksiyasi X ¢oxlugunda toyin
olunmusdur. Funksiyanin X g¢oxlugunda kasilmoyon

olmasi1 o demokdir ki, f(x) funksiyast bu ¢oxlugun hor
bir X, € X n0qtesinda kasilmoayondir, yoni verilmis ixti-
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yari & >0 adadino garsi elos >0 var ki, x-in [x—x,|<ibe-
rabarsizliyini 0doysn biitlin qiymotlerinds|f (x)- f(x,)| <&
borabarsizliyi 6donilir.

Aydindir ki, bu totifds verilmis & -na g0ra segilon 5 >0
ododi tokco ¢ -dan deyil, baxilan x, nOqtesindon do
asthdir: 6 =6 (&, X,) € odadi verildikde bir x, ndqtesi

Ucln secilons =6 (¢, X,) adadi basga Xo'antasi tcln
secilon &' = 68" (¢, XO') odadindan forqgli ola bilor. Bu

zaman X, noqtosi U¢ln se¢ilmis £ >0 odoadi X, nOqtosi
iclin yaramaz.Umumiyyotlo, verilmis & >0 ododi sabit
saxlanildiqda x,-m doyismesi ilo segilon 6 =6 (&, X,)
odadi do doyisilir.

Burada iki hal mUmkiindir: ya eyni bir & >0 adadi
vao X ¢oxlugunun bitln ndqtalori li¢ln yarayan bir &
odadi se¢gmok mimkindir, yaxud da & >0 adadi veril-
dikda (bitln noqtalor lglin eyni olan) X c¢oxlugunun
bltin ndqtolori U¢ln yarayan bir & adodi se¢gmok
mlmkin deyildir. Birinci halda f(x) funksiyasina X
coxlugunda miintozom kosilmoyon funksiya deyilir.

Torif. y=f(x) funksiyasina X goxlugunda o zaman
mintozom kosilmoyon funksiya deyilir ki, verilmis
ixtiyari & >0 oadoadine qarst elo 6 >0 odoadi (¢oxlugun
ndqtslorinden asili olmayan) var ki, x -in [X'-=X"| <&

borabarsizliyini  6doyan ixtiyari X', X" qiymatlorindo

()~ F(x7)

< & baraboarsizliyi 6donilir.
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Beloliklo, funksiyanin koasilmozliyi onu néqtads
xarakterizo etdiyi halda, mintozom kosilmozliyi funk-
siyani biitln X ¢oxlugulizerinds xarakterizs edir.

9.3.2. Kantor teoremi

Aydindir ki, f(x) funksiyas1 X ¢coxlugunda minto-
zom kosilmoyan oldugda homin ¢oxlugun hor bir n6q-
tosinda do kasilmayan olar, yani X ¢oxlugunda kasilmo-
yon olar. Lakin bu toklifin torsi dogru deyildir: X ¢ox-
lugunda kosilmoayan f(x) funksiyast homin ¢oxlugda
miintazom koasilmoyan olmaya da bilar.

Teorem (Kantor teoremi). Parcada kosilmayon
funksiya homin parcada mUntazom kasilmayandir.

Demoli, funksiyanin pargada kosilmozliyi anlayis
ilo par¢ada mintozom kasilmoazliyi anlayisi eynidir. La-
kin bu xasso interval vo yariminterval ti¢iin dogru deyildir.

Mosalon, £ (x) = X funksiyasi (0,1) intervalinda kosil-

X

moyondir, lakin homin intervalda mintozom kosilmoyon
deyildir (yoxlamali).
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X FOSIL. TOROMO.DIiFERENSIAL.TOROMONIN
TOTBIQLORI.

10.1.Funksiyamin t6ramasi

Tarif. Tutaq ki, f(x) funksiyas1 (a,b) intervalinda to-
yin olunmusdur va X, intervalin miiayyan bir noqtesidir.
ogor

(%) — f(xo)
lim ———
x-Xg X — X
limiti varsa, bu limit f(x) funksiyasinin xgnoqtasinda
toramasi adlanir.

Funksiyanin toromasini

, , df(xo) dy ,
P&y~ rax V22 ¥x
kimi isaro edirlor.

Miioyyan bir noqtods téromosi olan funksiya homin
noqtado diferensiallanan funksiya adlanir. (a,b) inter-
valinin har bir noqtesindo téromasi olan funksiya iso bu
intervalda diferensiallanan funksiya adlanir.

Ax = x — X forqi arqumentin artimi,

Ay = AMf(xo) = f(x) — £(Xo)
forqi iso funksiyanin xonoqtasinda artim adlanir. Bunlari
nozaro alaraq y=f(x) funksiyasinin Xy ndqtosindo téromo-
Sini

Af(xg)
o) = fim =
) y . f(xo + Ax) — f(x¢)
= lim — = lim
Ax—0 AX Ax—0 Ax
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kimi do yaza bilorik.

Xo noqtasi (a,b) intervalinin ixtiyari noqtesi oldugun-
dan onun ovozino, imumiyyatlo x yazirlar. Onda y=f(x)
funksiyasinin x noqtasindo toromasi
f(x + Ax) — f(x)

Ax

f'(x) = lim
Ax—0
diisturu soklinds yazilir.
Misal 1.f(x)=C, x€ R (C- miioyyan bir sabit ododdir)
funksiyasinin téromasini tapmali.
Holli.

() =(0)" = lim

Ax Ax-0 Ax Ax—0
Demoli, sabitin toromasi sifra barabordir, yoni

(C)'=0.
Misal 2.f(x) = ax + b,x € Rfunksiyasimnin téromo-
sini tapmalt.

Holli, f-G) = (ax 4 ) = 1m0 &) 2109

Ax - 0 AX
lim a(x + Ax) +b-— (ax + b)
= = lim a = a,
Ax - 0 AX Ax—0
(ax+b) =a

Misal 3.f(x) = x%,x € R funksiyasimin toromosini
tapmali.

. , _oone o lim fx+an)-f(x)
Holli. f'(x) =) = Ax o 0 2 -
= lim x+Ax)2-x2 _ lim 2xAx+(ax)2 _ lim (ZX n
Ax - 0 Ax Ax - 0 Ax Ax -0

+AX) = 2x,(x°) =2x.
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10.2. Toromoanin fiziki vo hondasi manasi. Bucaq amsah

Tutag Ki, hor hansi cisim diizxatli doyisonsuratli
harokat edir. Bu cismin t zamanda getdiyi yol s(t), t+At za-
manda getdiyi yol iso s(t+At)olarsa, onun At zamanda
getdiyi yol As = s(t + At) — s(t)olar. Bu halda

As s(t+ At) —s(b)

At At
nisboti cismin t anindaki t+At anina qodor olan miiddotdo
orta siirati adlanir. Orta siirot cismin doyisonsiiratli
harokatini tam xarakterizo edo bilmir. Ona gora do ani
siirat anlayis1 verilir. At miiddoti no godor kigik olsa, orta
stirot do zamanin t anindaki stiroto bir o godor yaxin olar.
Odur ki, At - 0-da orta siratin
s(t+ At) — s(t)

At

limitino cismin t anindaki ani siirati deyilir. Téromonin
torifino goro

v = lim

v(t) =s'(t)
olur. Demali, zamanin t anindaki ani siirati gedilon yolun
zamana goro toromosing barabardir.
Doyisonsiiratli horokoatds siirot zamandan asili miioy-
yan bir v(t) funksiyasi olur. Bu halda
Av  v(t+ At) —v(t)
At At
nisbating orta tacil,

v(t+ At) — v(t)
a=lim
At—0 At
limiting iso t amindaka tacili deyilir. Belsliklo, tocil siiratin
zamana goro toraomasing barabardir.
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Indi do téromonin handosi monasini izah edok. Tutaq
ki, (k) ayrisi (a,b) intervalinda toyin edilmis y=f(x) kasil-
moz funksiyasinin qrafikidir (sokil 1). Bu oyri zorindo
0(X0,Yo), M1(X1,y1) noqtalori gotiirok va bu ndqtalarden My
M; kasonini ke¢irok.Onun bucaq omsali

_ Ay _ f(x) — f(xo)

to@ =
&P Ax X — X
olur.
v}
M Mo(2,%1)
!
AY|
Ny, ?_ —
| Ao ll
(W &
0 al 2 5l =
Sakil 1.

Tutaq ki, x - x, Onda f(x) funksiyas: kosilmoz
oldugundan f(x)— f(x,),basqa s6zlo My ndqtasi My noqto-
sino yaxinlagir. Ogor f(X) funksiyasi Xq noqtosindos diferen-

siallanandirsa, onda
tga = lim tgp = lim M = f'(xq)
X1—-Xg X1-X0 X1 — Xp

limiti var. Ona goro do MyM; kasonin MgM limit voziyyati
var vo ona (K) oyrisinin My ndqtasindo toxunam deyirlor.
Demoli f(x) funksiyasinin X, ndqtesinds téromosi varsa,
onda My(Xo,f(Xo)) ndéqtasinda onun grafikino bucaq amsah
f'(xg) olan toxunan var. Bu deyilonlordon téromonin
handasi monasi ¢ixir: f(x) funksiyasimin x=x, néqtesindo
toromasi Mg(Xo,f(Xo)) noqtasindo onun grafikine ¢okilmis

toxunanin bucaq omsalina barabordir.
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10.3. Funksiyanin kasilmazliyi ils diferensiallanan
olmasinin slaqasi

Teorem. x noqtesindo diferensillanan f(x) funksi-
yasth omin néqtads kosilmozdir.
Teoremin gorting gora

f(x + Ax) — f(x)
Axg}) Ax =)
sonlu limiti var. Bu halda malumdur ki,
f(x + Ax) — f(x)
Ax
Buradan,

f(x + Ax) — f(x) = f"(x)Ax + a(x)Ax
boraborliyini aliriq. Bu beoraborlikdo Ax — 0 — da limito
kegsok

g)i(g})[f(x + Ax) — f(x)] = Li(l_r)})[f’(x)Ax + a(x)Ax] =0

olar. Bu iso funksiyanin x ndqtesindo kosilmoz olmasi
demokdir.

Qeyd edok ki, kosilmozlik diferensiallanma iigiin
ancaq zoruri sortdir. Basqa s6zlo, funksiyanin miioyyon bir
noqtodo kosilmoz olmasdindan homin néqtodo diferen-
siallanan olmasi ¢ixmur.

Misal.f(x) = |x|funksiyasinintdromasinitapin.

=f'(x) + a(x),g)i(g}) a(x) = 0.

Holli.
X, x>0
f(x) =40, x=0
—X, x<0

Bu funksiya har bir néqtads kasilmazdir vo
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, _ (1, x>0,
f(")_{—1x<0.

Bu funksiyanin x=0 noqtosindo téromosi yoxdur.
Dogurdanda,

lim fx-f0 _ lim -x_ lim , .y _
X— —0 x-0 _x—>—OX_X—>—0( V=-1
lim fw-f@®_ lim x_ lim y_,

X540 x0 x-40x x- +0

Demoali,
f(x) — £(0)
m———

x—0 x—0
limiti yoxdur. Bu misal onu gostarir ki, miioyyan bir ndq-

todo kosilmoz olan funksiya homin noqtodo diferen-
siallanan olmaya bilor.

10.4.1. Comin, hasilin vo nisbatin toromasi

Teorem 1. x=Xg noqtosindo difernsiallanan u(x) vo
v(x) funksiyalarinin comi do homin ndqtodo diferen-
siallanandir vo
(u(x) + V(X))'FXO = u’(xg) + v'(xo)
u(x) va v(x) funksiyalarinin comini f(xX)=u(x)+v(x) ilo
isaro edok. TOromonin torifino géro ' (x¢) =

lim  fx0)—f(xo) _ lim (uEx)+v(x)—(uxg)+v(xg))
X > Xy x%x XX X—Xg N
_ lim ux)—u(xg) , v(x)-v(xg)

_x—>x0[ X—Xp + X—Xg ]

Buradan, comin limiti hagqinda teoremo goro

, _ lim u(x)—u(xg) lim v(x)-v(xg) _ ., ,
f(XO)—X_)XO? X_)XOW—U(X())'F‘FV (XO)-
Vo ya
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(u(x) + V(%)) x=x, = W' (Xp) + V'(X0)
dlsturunu aliriq.

Analoji qayda ilo isbat edilir ki, sonlu sayda diferen-
siallanan funksiyalarin cominin téromosi onlarin toro-
moalorinin coming barabordir.

Teorem 2. X=Xg noqtosindo diferensiallanan u(x) vo
V(X) funksiyalarinin hasili vo homin néqtads diferensiallala-
nandirvo

(UX)V(X)) x=x, = U (Xg)V(Xg) + u(Xo)V'(X).

u(x) va v(x) funksiyalarmin hasilini f(x)=u(x)v(x) ilo
isara edok. TGromonin torifina
£(Xg) = (UEOV(X)) xe = lim fx0-fxe) 1M uGvE)-ux)v(xe) _

XXy xX  X—Xp X—Xg
_ lim [u(x) u(xg)

V(X) V(Xo)
X > Xy v(xg) + u(xg) ]

X—Xo

Comin va hasilin 11m1t1 haqqindaki teoremlora go-
ro buradan (u(x)v(x))", yex, = V(Xo) lim  u-uxo) n

X—>Xp xXo
+1lim u(x,) M
X—Xg —Xo0

miinasibati ahnlr.

Natico. u(x), Vv(x) funksiyalar1 diferensialla-
nandirsa A, p sabit adadlordirss,

(Au(x) + pv(x))" = Au’'(x) + pv'(x).

Bu diistur yuxarida isbat edilon iki teoremdon vo
sabitin toromasinin sifir olmasi faktindan alinir.

Teorem 3. X=Xg noqtasindo diferensiallanan u(x) vo
v(x) funksiyalarinin nisbati v(Xy) # 0 oldugda homin
noqtodo diferensiallanandir vo

(@) , _ u’(xg)v(xg) — u(x)v'(xp)

v(x) vZ(Xo)

u’(x)v(xp) + u(xe)v'(xo)
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u(x) vo v(x) funksiyalarinin nisbatinif(x) = %ﬂe isara

edok. Téromonin torifino géro

b =t T IG0) | wGIvxy) —ulxgv(0)
0 x>Xo X — Xp x-oxg  V(X)V(X) (X — Xg)
o 1 u(x) — u(xo)
‘xlif,n vx)v(xg) = X—X,
1 v(x) — v(xo)

T VE)V(Xe) | X—Xg

v(Xo)

-u(Xg)

Comin v hasilin limiti haqqindaki teoremlors gora

oo U(Xo) o w(x)—u(x)  u(X) . v(x)-u(X)
(%) = VA(x,) Ilji x=x,  A(x) 1':2 X=X,
_ u' (xo)v(xo) — u(xo)v" (Xo)
v*(xo)
vo ya

(@) . _ u’(Xg)v(xg) — u(xXe)v'(Xo)
v/ ko B vZ(Xg)
dusturualinir.

Misal . TOromoloritapin:
a)(x> —5x+9) = (x3)" +(=5x)"+ (9) = 2x - 5.b)(2x3 —x* + 3) =
(2x3)' = (x*)"+(3) =2(x%x) ——2x = 2((x2)'x +x?- (X)) —2x =

2(2x% + x?) — —2x = 6x% — 2x.
)(ﬁ) r_ (x+6) (1-x)—(x+6)(1-x)’ _ 1-x—(x+6)(—-1) 7

1-x (1-x)2 (1-x)2 (1-x)?’

10.4.2.Miirakkab funksiyanin téoromasi

Tutaq ki, y=¢(z)ve z = y(x) funksiyalar1 verilmis-
dir. y = ¢[y(x)] miirokkab funksiyasinin toromasi hag-
qinda asagidaki teorem dogrudur.
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Teorem. z=y(x) funksiyas1 X, noqtesindo,y = ¢(z)
finksiyas1 iso z, = y(x,)noqtosindo diferensiallanandirsa,
y = ¢o[y(x)] mirokkob funksiyasi da Xgnoqtasindo
diferensiallanandir vo

(@ [lll(x)])'FXO = @ " (zo) P’ (Xo). (1)

Isbati. T6romonin torifino goro

m @(z) — @(zo) _

!Lzo Z— 1 @)
Buradan
Z) — Z
¥ =) _ 4 (2) + a@), lima() =0
_— ZO Z-7Z
vd ya

@(z) — @(zo) = @' (29)(z — 2¢) + a(z) - (z — 20),
(V@) — @(W(xp)) = ¢ (2o) (W) — P(xo)) +
+a(PX) - (P — P(xo))
boraborliklorini aliriq. Axirinct baraborliyin hor torofini

(x — xo) — a bollbx — x, — da limito kegsok
lim cp(lIJ(X))—<p(lIJ(Xo))(p, lim (Y& - ¥(xo)

X - X — (zo) X - X —
0 X — Xq 0 X — X,
lim Y& — P(xq)
oo x—xg a(w() @)

diisturunu alirig. Limitdo doyisonin ovoz edilmasi
dusturuna gora

Jima($(0) = lim a(z) = 0 (3)
olur. (2) va (3) miinasibatlorindon
(@WM]) ', = 0@V (X)) (@

borabarliyi alinir.
(1) diisturunu asagidaki kimi da yaza bilorik:

y’X = y’z 2.
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Misal 1. f(x) = (x? + 3x + 5)? funksiyasiin toro-
maosini tapin.

Holli. Verilon funksiya y=z° vo z=x*+3x+5 funksiya-
larindan diizoldilmis miirokkob funksiyadir. (4) diisturuna
gora

fx)=y z'x=@")"x*+3x+5) =2z(2x+3) =
=2(x%2+3x+5)(2x + 3)
3

Misal 2. f(x) = (Xlz%;) funksiyasinin  téromasini
tapin.

2

Halli. Verilon funksiyay = z3 ve z = 1—3 funksi-
yalarindan diizoldilmis miirokkob funksiyadir. (4) diistu-

runagéro y =y’ 7'y = (z%) -(1_X) =

37 2 2x(1- x)+(x —3) _ 3(x2—3)2 . -x2+2x-3 _
(1 x)? (1-x)2 (1-x)2

_ 3(x2—3) (x2-2x+3)
(1-x)*

10.4.3.Tors funksiyanin toramasi.

Teorem.y=f(x) funksiyasinin X, néqtoesindo sifirdan forqli
toromasi varsa, onda x = ¢(y)funksiyasinin yo=f(Xo) ndqg-
tosindo toromasi var vao

O (o) = - (1)

Isbati. Téromonin torifino gora
lim @) — @(yo)

tp(yo)=yﬁyO —
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Digor torafdon ¢(y) = xvoa ¢(y,) = X, olduguna
gora
, _ lim X—X0
@’ (yo) = VY = Vo [00—F(x0) (2)
olur. Molumdur ki, kosilmoz funksiyaya tors funksiya da
kasilmozdir. Ona goro do

lim ¢(y) = @(yo)-
Basqa so6zls, y = y, da x = x,. Bunu nozoro alaraq
(2) borabarliyindon

] 1
¢ (yo) = )EL',{(‘) f0—f(xg) iy F@—C0)
X—Xp X—Xg X—Xg
Vo ya
1

@’ (yo) = Foxe)

diisturunu aliriq. (1) diisturunu
1
X'y=— 3)
YTy .

soklinds do yazmag olar.
Misal. y =+/x,x >0 funksiyasinin  toromosini
tapin. Verilon funksiya x=y* funksiyasina tors funksiyadir.

(3) diisturuna gora
1 1 1 1

10.5. Parametrik sokilds verilmis funksiyanin tOramasi
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Funksiyani x=¢(t), y=w(t), a<t< b kimi iki ton-
lik vasitasilo do vermok olar.Bu halda deyirlor ki, funksiya
parametrik sokilda verilmisdir.

Tutag Ki, x=¢(t) funksiyasina tors funksiya var:
t=g(x). Onda

y=y(9(x)) (1)
mirakkab funksiyani alariq.

Misal 1. y=(x-1)? funksiyasini

x=t+1 vo y=t*
parametrik sokildo vermak olar.

(1) murakkab funksiyanin téromasinin tapilma qay-
dasin1 biz artiq bilirik, lakin parametrik sokilda verilmis
funksiyanit he¢ do homiso (1) murokkob funksiyasi sok-
linda g0stara bilmirik.

Parametrik sokildo verilmis funksiyanin téromasi
haqqinda asagidaki teorem dogrudur:

Teorem. ¢(t), w(t) funksiyalar1 diferensiallanan-

dirsa vo ¢'(t)=0 olarsa, x=¢(t), y=w(t) parametrik
soklinds verilmis funksiyanin tbremasi ucin

, l// (t) Vg ya y)(, ytl

= owm N

t
diisturu dogrudur.

Teoremin sartina gora ¢'(t)=0. Ona gora x=¢(t)
ciddi monoton funksiyadir x = ¢(t) funksiyasina tors funk-

siyant t=g(x)ilo isaro edok. Mirokkab funksiyanin
tOromasi haqqindaki teoremo goro

Y, =wlom), =g )
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olur.Digar torafdan tors funksiyanin téromasinin tapilmasi
qaydasina gors

1
9'(x) =— 3)
9'(t)
baraborliyi dogrudur.(2) va (3) minasibatlorindan
T _y'(®) "_ Y
Y = ' Vo ya yx =7
?'(t) X

t
disturunu aliriq.

Misal 1. x=2t-4, y=t2+1, teR funksiyasinin téromo-
sini tapin:

yx’ =y_t:= (t*+1)" _ 2t ¢

x| (-4 2
x=2t-4 tonliyindan t-ni x-ls ifads edib verilon funksi-yanin
téromasini

" X+4
=
Kimi x-don asili sokilds yaza bilarik.
Misal 2. x=t*+3t>-t+5, y=t*+t-1, teR funksiyasinin
tOromosini tapin:
a Ve (" +3t°—t+5)" 4P +9t* -1

yx r '
X, (t? +t-1) 2t +1
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XI FOSIL. FUNKSIiYALARIN TOROMOLORI

11.1. Osas elementar funksiyalarin toramasi
11.1.1.Loqarifmik funksiyanin téramasi

y=log, x, xeR (a>0, a#1) funksiyasinin tdromas-
sini tapag.
Argumenta Ax artimi verak: X+ AX. Bu zaman loga-
rifmik funksiyasinin artimi
Ay=log,(x+Ax)—log, x
Vo ya

Ay =log, 1+ 2%
X

olar.Bu borabarliyin hor torofini Ax a2 bolib

Ay 1 x

—Ilog,(1+—
AX X Ax 9.+ )

diisturunu aliriq. AXj a = 2Xils avaz, budistur
X X
1

Ay _1 ~-log, (L+a)" (1)
AX

soklini alar.(1) berabel’llylnde A X—0 sortilo limito kegsok

Vo bu zaman « — 0 oldugunu nozars alsaq
Ay 1 5
"= 1im Y = Zjim log, 1+ )

Ax—0 AX X a—0
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miinasibatini alariq. Loqarifmik funksiya kasilmoaz funksi-
1
ya oldugundan y' = 1im log, {(1+ a)“}
X a—0
)
1
olar. Iing(1+ a)?® =eolduguna goéra (2) borabarliyinden

y'=199:€ s va (log. x)' =—2—, (Ina=log, a)
X sina

diisturu alinir. Xiisusi halda a=e gétiirsok, (Inx)' = 1
X

olar.
Misal. y=In(x*+4x+11) funksiyasimn tdromasini
tapin:
Hoalli.
y' =(In(x* +4x+11)) = !

X2 +4x +

(@ +ax+1ly = X4
11 X°+4x+11

11.1.2. Quvvat funksiyasinin toramasi
y=x*,xeR,(aeR) funksiyasim y=e*"*, xeR
Kimi goOstormok olar. Bu funksiya y=e* vo z=alnx
funksiyalarindan  diizoldilmis miirokkob funksiyadir.
Miirokkab funksiyanin téromasi diisturuna goro

1 ox”

! 4
1
y/ =Y,z, = (eX)I(aln X)’ —elg-— :ealnxa ,
X X X

Vo yaxud
(x°) ="
Misal. Asagidakifunksiyalarin téromolorini tapin:
a) y=x°, y =2x""1=2x
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b) y=x; y' =14x"*" =14x",

v) y=¥x; Y'=(X%)'=1x%_l: !
3 3R/x?
2 2
Q) y=3x; y =(x7y = 2x7 =2
7 77 X5

g) y — XOyl; y/ — (XO,l)l — 0'1X0,1—1 — 0'1X—0,9
d) y=3x>+x% y' =3(x°) +(x*) =15x" +3x°
3

1
e) y:x4+i; y'=(x*)+(x 2)’:4x3—2ix 2

Jx

11.1.3.Triqonometrik funksiyalarin toromasi

Owvalco f(x)=sinx funksiyasinin téromasini tapag.
Bunun Uglin X-o A X arttmi verib, funksiyanin uygun
artimina baxagq;
2X+ AX

2

Af (X) =sin(x+ AX) —sinx = Zsin%cos

Bunun har tarafini A Xx-2 bolsak,

sin AX
Af (x) 2 2X+AX
= Cos
AX AX 2
2
borabarliyini alariq. Burada A x—0-dalimito kegsok
sin—
o e AF(X) . 2X + AX
P00 = (sinx”= fim, =5 = im, —— im,eos
2
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miinasibatini alariq. Aydindir ki,

sin— .
. . sin
lim 2 _ I|mu =1
AX—0 AX t—0 t
2

Digar torafdan y =cosx funksiyasinin kasilmaz olma-
sini1 nazars alsaq

. 2X+ AX
lim cos
AX—0

olar.Belalikla, sinx funksiyasimin téromasi tgln
(sinx)’ =cosx
diisturu dogrudur.

(1) dusturundan istifado edarok cosx funksiyasinin
tOromoasini tapa bilarik:

(cosx)' = (sin(Z + x)j = cos(z + xj : [Z + xj = cos[z + x}
2 2 2 2

Vo yaxud

= COS X Q)

(cosx)' =—sinx (2)
(1) vo (2) disturlarinin komayi ilo tgx vo ctgx
funksiyalarinin téromolorini tapaq:

!

, (sinx) (sinx)’cosx—sinx(cosx)’ cos’x+sin’x 1
(3] o s

COS X cos® x cos® X c0s? x
(ctgx)’ = (cos xj _(cosx)'sinx—cosx(sinx)’ —sin®x-cos’x 1
sin x sin? x sin? x sin? x
Vo ya
(tgx)' =———, (ctgx)'=-——=;
CoS® X sin® x

Misal. Téromolori hesablayin:
a) (sin5x)" =cos5x - (5x)" =5c0s5x
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b (cos(3x* + x))' = —sin(8x* + X)(3x* +X)' =
= —(6x+1)sin(3x* +x)
V) (sin? 2x)’ = 3sin® 2x(sin 2x)" = 3sin® 2x-c0s 2x - (2x)’ =

=6sin? 2xC0s 2X
(tg°(Bx+7)) =5tg*(Bx+ 7)(tlg (3x + 7))’ =

4
(3x+ 7y = 190" (Gx+7)

=5tg"(3x+7) cos®(3x+7)

cos?(3x+7)
11.1.4. Tors triqgonometrik funksiyalari téramasi
1.y=arcsinx funksiyasinin toramasi.
Bu funksiya x=siny, ye {—%%} funksiyasina

tors funksiyadir. Tors funksiyanin téromasi diisturuna goras
o1 1 1 1 1

yX =—F= - ’= = =
x, (siny)" cosy Ji-sin?y  J1-x2

Vo ya (arcsin x)' =

1
V1-x?
2. y=arccosx funksiyasinin toramasi.

arcsmx+arccosx=§ disturunun  komayi ilo bu

funksiyanin tGtomasi tglin

T . .
(arccos x)" = (= —arcsin x)' = —(arcsin x)' = —
2 1-x?

Vo yaxud (arccos x)' =— disturunu aliriq.

1
VJ1-x?

3. y=arctgx funksiyasinin téramasi.
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y=arctgx funksiyasi x =tgy, y e (—% %) funksiya-

sina tors funksiyadir. Tars funksiyanin téramasi diisturuna
goro

y ==t _eesry= b
g xy, (tay)’ 1+tg%y  1+x?
1
Vo ya (arctgx)’ = 5
1+Xx

4. y=arcctgxfunksiyasimin téoramasi.
arctgx + arcctgx :% dusturundan istifads edib

(arcctgx)’ = _ 1 diisturunu alirq.
1+x°

Misal. Toramalari tapin.
1

2N/ __ 2X
= &) = ea

a) (arcsinx?)’ =

((arccos~/x)?)" = 2arccos/x - (arccos v'x)" = 2arccos +/x x
b) 1 2arccosy/x 1
T e

__arccosyx

1-x  20x  x1-x)'

J1-(/x)? .

(< 41) =X

1
V) (arctg(x® +1) = ==
) (arcty( ) 1 X' +2x% +2

+(x? +1)? '

(x-arcctgx®)’ = (x)'arcctgx® + x(arcctgx®)’ = arcctgx® +

q)

3

1 v 33X
+X ———— |- (x®)' =arcctgx® -
( 1+(x3)2j o) ST

173



11.1.5. Qeyri-askar funksiyanin toromasi

Tutaq ki, y=y(x) geyri-askar funksiyasi
F(x,y)=0 (1)
tonliyi vasitasilo verilmigdir.Bu funksiyanin analitik ifado-
sini agkar sokildo tapmadan onun muxtslif tortibli toro-
molarini tapmaq bozon mimkin olur. Bu magsadlo (1)
baraborliyinin har iki torafini x-o0 goro diferensiallayirlar
Vo y doyisoni x-in funksiyasi oldugunu nozoro alirlar.
Alinan barabarliyi y’ -0 nazaran hall edarok y" téromasini
tapirlar. Bu prosesi davam etdirmoklo funksiyanin iki, ¢
Va S.tortibli toramolarini do tapmaq olar.
Bunu bir misal Gzarinds izah edak.
Misal 1.
ax® +by? =2 (2)
tonliyi ilo toyin olunan y=y(x) funksiyasinin bir va
ikitortibli toromasini tapmali.
(2) boraborliyinin hor iki torofindon x-o nozoran
toromo alag(yadda saxlayaqg ki, y doayisoni Xx-in
funksiyasidir):

2ax+2by-y' =0,
ax
=22 3
Y=ty ©)
o A%y A ymxy
y - b(y)x b y2

Burada y’ -in avazina (3) giymatini yazsaq:
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(2) boraborliyino goro ax® +by® =2 oldugundan ikitortibli
toromo Ucgln

" 2a 1
y TV
Ifadasini alariq.
Misal 2.
y> =5+xe’ (4)

tonliyi ilo toyin olunan y=y(x) geyri-askar funksiyasinin
tOromosini tapmali.
(4) borabarliyinin  har iki torofini X-o noazoron

diferensiallayaq:

2yy'=e’ + xe’y/,

(2y-xe’)y' =e’,

: e’
Y= 2y - xe¥

(4) borabarliyino gora xe’ = y? —5o0ldugundan:
, e’

oy

11.2. Logarifmik tdrama

Tutaq ki, u=f(x) funksiyasi diferensiallanandir va ba-
x1lan ndqtados sifra ¢evrilmir. Onda miirokkab funksiyanin
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diferensiallanmas1 qaydasina osason y = In|f(x)| funksi-
yasinin toromasini hesablamaq olar :

y’ = IlfOl]" = (nful) w = w = ff’g))
vo yaxud
f(x)
MnlfGll” = 72, @
f'(x)

(1) boraborliyinin sag torafindoki ) kosrino

f(X)funksiyasinin loqarifmik téromaosi deyilir. Aydindir
Ki,funksiyanin loqarifmik téromosi molum olduqda (1)
disturu vasitosilo 6ziiniin tdromasini tapmagq olar:
f'(x) = £(x) - [In[fX)[]" (2)

Funksiya toromosinin bu yolla tapilmasina logarif-
mik diferensiallanma tsulu deyilir.

Loqarifmik diferensiallanma isulu ilo funksiyalarin
toromosini hesabladiqda, sado olmaq tigiin golocokdo
modul isarosini yazmayacagiq.

11.3. Yuksak tartibli toromalar

Ogoar y=f(x) funksiyasi (a,b) intervalinda diferensial-
lanandirsa, onda f'(x) hamin intervalda toyin edilmis bir
funksiya olur: g(x) =f (x) - g(x) funksiyas1 X, € (a,b)
nogtosinds diferensiallanandirsa, g'(x) funksiyast f(x)
funksiyasinin Xgnoqtesinds ikinci tortib téromasi adlanir
Vo

’ " d (f( O) y
f oy voya —2
(XO) y d 3.2 y dX
kimi isaros edilir.
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Ogor f(x) funksiyasinin(a,b) intervalinin hoar bir
noqtasinda ikinci tartib tdromasi varsa, torifa géra
f"(%o)= (f (x0))’
f(xX) funksiyasinin ikinci tortib tOromosinin téromosins
onun uglnci tortib tdromasi deyilir va

3
f"(%), Y, d ;X(BXO) kimi isars edilir.

_Anoloji gayda ilo dordincd tartib toroms tayin edilir.
Umumiyyatlo, y=f(x) funksiyasimin (n-1)-ci tortib
téromasinin téromasi onun n-ci tartib toromasi adlanr.
Misal. y = x* +3x* —x? +5x—1 funksiyasmm birinci,
ikinci, tglncl va dorduncd tortib téromalorini tapin:
y' =4x% +9x% —2x+5,
y" =12x> +18x -2
y" =24x+18,
y" =24
Bozi ¢ox islonon yuksok tortibli tGromalorin tapilmasi
diisturlar1 asagidaki kimi olar.
1) x™®™ =m@m-1)..(m—n+ 1)x™",
2) 2)(@)®™ = a*Iln"a, (a>0),
Hnx)® = (—Hm 12 (x> 0),

i ™ — gj T
4) (sinx)" = sin (x + n. 2),
™ — T
5) (cos x) cos (x +n. 2).
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XII FOSIL. DIFERENSIALIN TORIFi. ROLL
TEOREMI

12.1.1. Diferensialin torifi

Ogor y = f(x)funksiyasinin Ay(X,,AX) artimini
Ay(Xy, AX) = A- AX+0(AXx)
soklindo gostormok miimkiindiirss, onda f(x) funksi-
yasina X , noqtosindo diferensiallana bilon (téromosi
olan) funksiya deyilir. Artimin birinci toplanant Ax- 9
nozoran xotti ifadodirvoona artimin bas hissasi deyilir.
Tarif 1. Funksiya artiminin bas hissosino X, néqto-

sindo funksiyamndiferensiall deyilir vo dy(X,,Ax) kimi

isara olunur.
Diferensialin ifadasi
dy(X,,AX) = f'(X,)dx

)
soklindadir. Burada Ax =dxva f'(X,) = Agobul edilmisdir.

f'(X,)#0 oldugda Ax—0 sortindo funksiya

artimi ilo onun diferensiali ekvivalent sonsuz kigilon
olur vo onlar arasinda
Ay=dy (|Ax| < 1)

toqribi barabarliyini yazmaq olar.

Beloliklo, funksiyanin diferensialini tapmaq igiin
asagidaki gaydalar1 géstormok olar.

Qayda. Diferensiallanan funksiyanin diferensiali,
bu funksiyanin téromesi ilo arqumentin diferensiali
hasiling barabaordir.
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Diferensiallana bilon y= f(x) funksiyasinin X=X,
noqtasindoki  f (X, + AX) giymatini
f(x, +AX)~ F(x,)+ F'(x,)-Ax , f'(x,)%=0  (3)
(3) toqribi barabarliyi ilo hesablamaq olar. Bu diis-
tur toqribi hesablama tigilin alverislidir.

12.1.2.Diferensialin handasi vo mexaniki
monasi. Diferensialin invarianthgi

f(X) funksiyasinin diferensialinin handasi monasini
izah etmok Ug¢Un onun qgrafikino baxaq. Tutaq ki, bu
funksiya Xonoqtesinds diferensiallanandir. M(X,; f(X,))

ndqtosindo qrafiko MN toxunanini ¢okok. Diizbucaqli
MKN ugbucagindan

[KN| =|MK|-tgex
IMK| = Axvatge = f'(X,) oldugunu nazors alsaq
[KN| = f'(x,)AX

olar. Basqa s0Ozlo,

KN| = df (x,). Bu baraborlikden dife-
rensialin hondai moanasi alinir:




Xo noqtesinds diferensiallanan f(x) funksiyasinin bu
nOqtodo diferensiali onun qrafikino M(x,; f(X,)) n0g-

tosindo toxunanin toxunma ndqtasinin absisi Ax artimi

aldigda ordinatinin aldig1 artimina barabardir.
Umumiyyoatlo, f(X) funksiyasmin artimi1 onun dife-

rensialina berabar deyil (|KD|=|KN| ).Lakin arqumen-

tin artimi sifra na qador yaxin olsa, funksiyanin artimi
da bir gadar onun diferensialina yaxin olar. Basqa s0zlo
Ax -in sifra yaxin qiymotlorinda
Af (X) = df (x,)

Diferensialin mexaniki manasi

Tutaq ki,hor hansi cisim diiz xatt boyunca horokot
edir vodiferensiallanan s=s(t) funksiyasi onun horokot
ganunudur. Aydindir ki,cisim t anindan t+At anaina
godor olan middatdo

As(t)=s(t+At)-s(t)
godoar yol gedar. Horokotin t aninda suratinin v(t)=s(t)
olmast molumdur. Demoli,ogor horokot edon cisim
bltlin At zaman fasilasinda surati sabit olub t anindaki
V(t)=s'(t) suratino borabar olsa idi, onda cisim homin
middoatda
ds(t)=s"(t)- At (1)

godor mosafs getmis olardi.Bu, s(t) funksiyasi diferen-
siallimin mexaniki monasimi ifads edir.Cisim doyison
suratlo horokot etdikdo onun At zaman fasilosinda surati
doyisir vo bu middatds getdiyi As(t) masafasi (1) mosa-
fasine borabor olmur. Aydindir ki,At zaman fasilosi ¢ox
kicik oldugda
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As(t)=s (t)- At
hesab etmok olar.

Diferensial saklinin invarianthg:

Tutag ki, y =1(2) vo z=¢(x) funksiyalar1 verilmis-
dir. Bilirik ki, agor f(X) vo ¢(x) funksiyalar1 diferensialla-
nandirsa , onda bu funksiyalardan diizoldilmis y=f(¢(x))
mirakkab funksiyasi da diferensiallanandir vo

Yx=Yz " Zx (1)
y=f(p(x)) miirokkob funksiyasinin diferensiali dy=y,d X
olur. (1) disturunu burada nazars alsaq

dy=y, - z,d x
boraborliyini alariq. zyd x =dz olduguna géra bu barabor-
likdon

dy=yd z

Vo ya

df(z)=f "(z)dz
diisturunu alariq.

Belaliklo , biz gordik ki , sarbast doyisoni basqa bir
doyisonlo ovoz etdikdo funksiyanin diferensiali xarici go-
riniistini (soklini) doyismir. Bununla belo geyd etmoliyik
ki, f(x) funksiyasinin diferensialinin ifadasinds z doyi-
soninin sarbast vo ya asili doyison olmasinin boyiik forgi
vardir. Belo ki, z sarbast doayisandirsa , dz = Azolur. Dife-
rensialin bu xassasi onun saklinin invariantligr adlanir.

12.2.Diferensiallarin hesablama dUsturlarn
Osas elementar funksiyalarin diferensiallarinin

hesablama diisturlarini yazmaq olar.
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L du+v)dx=u'dx*v'dx=duxdv

1. d(u-v)dx =(u'v+vu)dx = vdu+udv,
- d(gj:u'v—uv'dxzvdu—udv

v V2 VR

IV. d(U“) = du (e € 2),
v.d(@")=e"lnadu (0<a=1),
VL. d(e") =e"du,

VII. d(log, u) = C:J—ulog

VIII. d(Inu)zdu—u,
IX. d(sinu)=cosudu,

X.d(cosu)=-sinudu.
du
cos’u’
du
sinu’

X1. d(tgu)=

XII. d(ctgu)=—

XII . d(arcsinu) = ,

X1V. d(arccosu)=—

XV. d(arctgu)= 1d_u
+

du

1+u®’
XVII. d(shu)=chu-du,

XVI. d(arcctgu)=—
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XVII . d(chu)=shu-du,

du
XIX. d(thu)= ,
du
XX. dlcthu)=—-
(cthu) sh?u’
xx1. d(vu)=—& 1
nyu"

12.3.Yuksoak tartibli diferensial .
Yuxarida birtortibli diferensiala torif verdik. Indi
tutaq ki, y= f(x) funksiyas1 x néqtesinds iki dofa dife-

rensiallanan funksiyadir. Onda y= f(x) funksiyasinin
birtortibli diferensialinin diferensialina bu funksiyanin
ikitortibli diferensiali deyilir voa d’yve ya d*f kimi
i1sara olunur. Basqa s6zlo
d’y =d(dy)= f"(x)dx’
Oxsar qayda ilo {i¢ vo daha g¢oxtortibli diferensiali
toyin etmok olar:

d°y=d(d?y)=f'(x)dx’
d n—ly _ d(d n-2 y): f (n—l)(X)an-l

d n y _ d@ n-1 y): f (n)(X) an-l
12.4.Diferensial hesabinin asas teoremlori

Diferensial hesabinin osas teoremlori agagidakilardir:
Teorem 1 (Ferma). Tutaq ki, y= f(x) funksiyasi

hor hans1 araligda toyin olunmusdur vo bu araligin da-

183



xili X , néqtasinde 6ziiniin an boyiik vo ya on kicik qiy-
motini alir. 9gor x, ndqtesinds f'(X,) téromosi varsa,
onda f'(x,)=0olur.

Teorem 2( Roll). Rol teoremi: f(x) funksiyasi [a, b]
pargasinda kosilmoaz, (a;b) intervalinda diferensialla-
nandirsa vo hamin parganin uc noqtalorinds onun giymot-
lori borabardirsa , (a;b) intervalina daxil olan elo bir ¢
noqtoesi var ki, f (¢)=0.

Isbati:Molumdur ki, [a,b] parcasinda kasilmoz olan
f(x) funksiyasiin bu parcada aldigi1 qiymatlor arasinda on
bOyluylu vo on kigiyi var. f(x) funksiyasinin oan Kigik
giymatini m, an boyuk giymatini iso M ilo isaro edok.
Ogor m=M olarsa, onda f(x) funksiyasi sabitdir , ¢iinki
m< f(x) < M. Bu halda istonilon x€&(a;b) tciin f “(x)=0 .
Indi tutaq ki, m#M. f(a)=f(b) olduguna géro bu halda f(a),
m vo ya M odadlarinin he¢ olmazsa birindan forgli olacaq
. Miayyoanlik tgln forz edok ki, f(a)=m. Onda elo c€(a;b)
noqtosi var ki, f(c)=m. [a, b] par¢asimna daxil olan istonilon
X Ugln f(x)-f(c)=0 olduguna gora Xx-in c-dan kigik butin
giymatlorinda

f(x)—f(c) <0
x-c

x-in c-dan boyik butln giymatlarinda isa
f(x)—f(c) >0

X—C
olur. f(x) funksiyasinin ¢ ndqtasinds téromasinin oldugunu
nozars alib yuxaridaki borabarsizliklords limiti kegsok
. lim  fx)-f(c)
= =<
f(C)x—>c—0 e =
. lim  f&x-f(o)
f(c)=
© x->c+0 =x-c
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miinasibatlorini alariq. Bu miinasibatlorden aliriq ki,
f *(c)=0.

Teorem3 (Laqranj): f(x) funksiyas1 [a,b] parca-
sida kasilmoz va (a;b) intervalinda diferensiallanandirsa,
bu interval daxil olan els ¢ ndqtasi var ki,

f(b)-f(a)=f "(c)(b-a) 1)
disturu daxil olur.
[a,b] par¢asinda toyin edilmis

F(x)=F(x)-x
kdmokgi funksiyasina baxaq. Teoremln sartina gora f(x)
funksiyasi[a, b] par¢asinda kosilmoz , (a,b) intervalinda iso

diferensiallanandir.Digor torofdon Xf(bt))ﬂ funksiyasi

bitiin haqiqi oxda diferensiallanan oldugu ii¢lin F(x)
funksiyasi [a, b] par¢asinda kosilmoz , (a,b) intervalinda
pargasinin uc noqtolorinds iso diferensiallannan olacaqg.
Bundan basqa bu funksiyanin [a, b] parg¢asinin uc noqtalo-
rindoaki giymatlori borabordir:

F(a)=F(b)=
Demoli, f(x)funksiyast  Roll teoreminin butun sartlorini

Odayir. Odur ki, (a; b) intervalina daxil olan elo ¢ ndqtasi
var Ki,

f(a)b f(b)a

f(b) f(a)

F(e)=f(c)———
Vo ya
f(b)-f(a)=f(c)(b-a)
borabarliyi dogru olur.
Lagranj teoreminin hondasi moanasini izah edok.

Goriurdak ki, f(b) f(a) =22 By barabarlikdon va (1) dis-
turundan
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= =f(c) 2

Boraboarliyi alinir. % nisbati AB kasaninin f(x) funksiyasi-

nin qgrafikina (C;f(c)) ndéqtasinds toxunanin bucaq amsalina
borabordir. Basqa sozlo (2) barabarliyi onu gostarir ki,AB
kosoni ilo MK toxunani paraleldir.Buradan Laqranj teore-
minin handasi Manasi ¢ixir:(a;b) intervalina daxil olan el
¢ noqtasi var ki, f(x) funksiyasiin grafikina (c;f(x)) nogto-
sinda toxunan AB kasoninoa paralel olur.

Natica 1. Funksiyanin téromasi muayyon bir araliqda
sifra borabardirso, bu araligda homin funksiya sabitdir.

Isbati:Tutaq ki, istonilon x€(a;b) ticiin f(x)£0.(a;b)
intervalina daxil olan geyd olunmus bir x, ndgtasi vo bu
nogtodon forgli x, ndqtesi goturak.Lagranj teoremina gors
X, Vox, noqtolori arasinda elo & noqtasi var ki,

f(x1)-f(x0)=f" () (%1 — Xo).
f'(£)=0 olduguna goro
f(x1)=1(x,)
borabarliyini aliriq.Bu o demokdir ki, f(x) funksiyasinin
(a;b) intervalinin istonilon ndgtasindoki giymati f(x,)-a bo-
rabordir.

Natico 2. Iki funksiyanin téromolori miiayyon bir
araligda barabardirsa,bu funksiyalar homin araligda bir-bi-
rindon ancaq sabit toplananla farglona bilar.

Isbati: Tutaq Ki, istonilon x€(a;b) tgiin f(X)=g'(x).
Onda

[f(x) — g(x)]=f(x)-g'(x)=0.
Onda natica 1-o gora istonilon x&(a;b) tglin
f(x)-g(x)=c
borabarliyi dogru olur.
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Teorem 4 (Kosi). Tutaq ki, f(x) vo ¢ (x) funk-
siyalari[a, b]parcasinda kesilmoyon ve bu parganin biitiin
daxili noqtelerinde sonlu toremesi olan funksiyalardir.
Hom do ¢'(x)#0, onda elo &e Ja,b[ nogtesi var ki, bu
10) = 1) _ 140) poraborliyi ddonilir.
pb)-p@) ¢'(S)

Notico : f(x)funksiyasi [a,b[ intervalinda n sayda

noqtade sifra ¢evrilirse vo hamin intervalda bu funksiya-
nin (n—1) tertibli toromasi varsa, onda (n-1) tertibli tore-

mo Ja,b[ intervalinin on azi bir ndqtesinde sifra beraber-
dir.

Notico 1.Laqranj diisturunda f(a)= f(b) olarsa, on-
da f'(£) =0 olar. Basqa sozle Roll teoremi Laqranj teore-
min naticosidir.

Notica 2.Kosi teoreminda ¢(x) = X olarsa, ¢'(X) =1
p(a) =a, @(0) =b olar ve naticads f (b)— f(a) = f'(&)(b—a)
olur.Demoli, Lagranj teoremi Kosi teoreminin naticasidir.

nOqtada
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XIII FOSIL. QABARIQ VO COKUK OYRILOR.
LOPITAL QAYDASI

13.1.Qeyri muayyanliklorin acihisi.Lopital qaydasi

Tutaq ki, f(x) vo g(x) funksiyalar1 x=c noqtasinin
mioayyan bir otrafinda (¢ néqtesi mistasna ola bilar) tayin
edilmis funksiyalardir. Forz edok ki, bu funksiyalar ya

IXiLrg f(x)= legg g(x)=0 Q)

llm f( )_ llm g(x) _ 2

Vo yaxud

sortlorini odayir. Hor iki halda Iim% limitinin hesab-
x-¢ g(X

lanmasina nisbotin limiti hagqinda olan teoremi totbiq et-

mok olmaz.(1) sortlori ((2) sertlori) 6dondikds %
g(x

nisboti x=c nogtosinds % (soklinds 2 soklinda deyri-

muoyyonlik adlanir. Qeyri-muoayyanliklorin agilis1 tiglin
mozmunu asagidaki teoremdo ifado edilon Lopital
qaydasindan istifado edirlor.

Teorem. Tutaq ki, f(X) vo g(x) Xx=c noqtasinin
miayyan bir otrafinda (c néqgtesi mistasna ola bilar) dife-
rensiallanan  funksiyadir. ~ ©gor  bu  funksiyalar
lim £ = lim g0 = 0,1 imf () = limg() ==

sartlorini 6dayirsa va lim E ; limiti varsa, onda
X—C g X
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m ) i £
e g(x) e g'(x)

Bu teoremin isbatin1 ancaq % soklinda geyri-muioy-

barabarliyi dogrudur.

yanlik Uglin veracoyik. Bundan bagqa forz edocayik ki,
f(x), f'(x), 9(x) vo g'(x) funksiyalar1 X=C noqtesinds
kasilmazdir va g'(c) # 0. Belalikls, tutaq Ki,
Ixi[Q f(x)=f(c)=0, leirg g(x)=g(c)=0

f(x)-f(c)
f0)_ -0 x—c
g(x) g(x)-g() 9(x)-9(c)

X—C

sortlari 6danilir. Onda

minasibati dogrudur.Burada x — ¢ yaxinlagdigda limito

kegok vo
i 1010 _ g, 9099 _g)_g,
oldugunu nazars alsaq

m 1) _ 1) )

e g(x)  g'(c)
boraborliyini alariq. Digor torofdon f'(x) va g'(x)
funksiyalar1 x=c ndqtasinds kasilmaz oldugu ii¢iin
P M 1o
=eg'(x) limg'(x)  g'(c)
miinasibati dogru olur. (3) va (4) diisturlarindan
FX) . (%)
m = lim —
X—C g(x) x>¢ g (X)

(4)

borabarliyini aliriq.
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Misal 1. Limiti hesablayin:

. e* -1
lim —
x=0 SIN X
e P 0 .
Halli. : nisboti x=0 noqtesinds — soklinda
sin X 0

geyri-muoayyoanlikdir, ¢iinki Iirrg(eX -)=0wo Iirrgsin x*=0

Bu geyri-muoayyanliyi agmag Uctin Lopital gaydasin-
dan istifads edok:

X _ X _ 1y X lime*
im& = im €D i & o 1

x>0 ginx x>0 (sinx)’  x»0cosx limcosx 1
x—0

Misal 2. Limiti hesablayn:

. Incos x
lim
x—0 X
Holli. Iirrg Incosx=0 Vo Iing x=0 oldugu fg¢iin
In cos x nishbati x=0 ndqtasindo % soklinda geyri-muoay-
X
yanlikdir. Bu geyri-mioyyanliyi Lopital qaydasi ilo acaq:
_sinx
lim NCOS X _ iy INCOSX)" _ 13y €OSX _ i tgx = 0
x—0 X x—0 (X), x—0 1 x—0
Misal 3. Limiti hesablayin:
. Insin® x
lim 5
x>0  |nXx

190



Halli. limInsin® x = —o0 vo limIn x* = —0 oldugu iigiin
x—0 x—0

o2
lim SN X nishati x=0 nogtesinde 2 soklindo geyri-
o0

x>0 |n X
mioayyanlikdir. Bu geyri-mulayyanliyi Lopital qaydasi ilo
acaq:
25in X Cos X
__Insin®*x . (Insin®x)" . in? .
lim ——" = ( ) _lim—Sin*X_ _jim Xctgx
x=>0  |n x X—0 (|n X2)r Xx—0 2X x—0
V2
X

Iim1 = oo oldugu Ugln xctgx = Ct_?f‘ ifadasi
X

lim Xctgx = 00 Vo
x—0 x—=0 ¥

x= 0 nogtesinds = soklinds  geyri-milsyyanlikdir. Odur
o0

ki, Lopital qaydasini bir daha totbiq etmok lazimdir:
1

(ctgx)’ ~ sin? x )
lim xctgx = lim~="2- = lim 30X = |im| -~ | =1
Xx—0 x—0 (X_ )' x=>0  — X~ x—=0\ SIN X

Belaliklo, Lopital gaydasini iki dofa totbiq etmoklo
. Insin® x
lim =1
x>0 |n X2

boraborliyini aliriq.
Misal 4. Limiti hesablayin:

. 1
lim xsin =

X—>0 X
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Holli.  xsin hasili x= o nogtosindo 0-co soklindo

X
. 1
L T .1 sm(;) .
geyri-muoayyoanlikdir.  Onu xsin - = —* soklinda
cevirmokla g soklinda geyri-muayyanliys gatirmok olar:
.1
) 1 . Ssin~ . sint
lim xsin— = lim —/—= =lim——=1
X—00 X xX—0o t-0 ¢
X

Misal 5. Limiti hesablayn:

Holli.—1 —Lifadssi x=0 nogtosinds o —oo sok-
SiInXx X
lindo geyri-muoyyanlikdir. Onu

1 1_x—sinx

sinx X  xsinx
soklinds  gstormokla % soklinds  geyri-muioyyanliys
golirik. Bu geyri-miiayyonliyi Lopital qaydas ilo agaq:
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. 1 1 . X=sinx . 1-cos X
lim|——-=|=lim—— =lim— =
x>0 XsinX  *x>08jin X+ XCOS X

x>0 sinX X
. sin x . sin x
=lim —=lim—— =
x>0 COS X + COS X — XSin X x>0 2¢0S X —Sin X
limsin x
x—0

- lim(2cos x — xsin x) -
x—0

Misal 6. Limiti hesablayin:
1
Iing L+ x%)*
1

Halli. (1+x?)*ifadosi x=0 noqtosinds 1 soklindo

geyri-muoayyoanlikdir. Bu ifadani
1 In(1+x2)
L+x*)x=e X

soklindo gostorok. f(t)=e' funksiyas1 kosilmoz funksiya
oldugu iigiin

1 In(1+x?) lim In(1+x?)
(1+x?)* =lime * =~ x
x—0
2
diisturu dogrudur. Mnisbati x=0 noqtasinda %

soklindo  geyri-muoyyanlikdir, onu Lopital gaydas1 ilo
acagq:

2x

) ) 1 lim = o
lim@+x°)*x = =" =1
x—0
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Misal 7. Limiti hesablayin:
||m Xsinx
Xx—>+0
Halli. x*"* ifadesi x —+0 -da 0° soklindo geyri-
muoyyonlikdir. Onu oavvolco  ¢gevirib , sonra Lopital
qaydasi ilo acaq:

Inx

lim sinx| lim
: im sinxInx x—>+01/.
sinxInx = prH0 =g %lnx —

lim x*"™ = lim e

x—+0 x—+0
lim 7% sinx sinx
x—+0—COSX/ —lim——tgx —lim—— lim tgx
2 0
0 0 0
:e sSIn“ X :exa+ X :eX~H> X x>+ :e :1

Misal 8. Limiti hesablayn:
lim (tgx)>”"
>(a+7f2

Halli. (tgx)** " ifadosi x—>+%-da o’ soklinda geyri

— muayyoanlikdir. Onu avval gevirib, sonra Lopital qaydasi

ilo acaq:
Intgx

Iim/y
lim (tgx)zx‘” = |lim e(2X—7z)|ntgx —e 2 J(ox-m) _

x—>+% X—>+7% 5

11 (2x-n)? o (2x-1)? o 2(2x-7)
lim | — 5 — lim - - lim
_ eH+% tgxcos“x 2 e x>+ SiN2X —e x>+ 2C0S2X _ eo :1
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13.2. Funksiyalarin torama vasitasi ila tadqiqi vo
grafiklorinin qurulmasi

Analitik sekilde verilmis funksiyalarin bir sira ahe-
miyyatli xasselerini téremslerin kdmayi ile arasdirmaq
olur.

Onlardan: monotonluq intervallari, ekstremumlar,
gabariqliq ve ¢okiikliik ve b. gostorak.

Hoamin xassalerle alagadar olan teoremlari verak.

13.2.1. Funksiyalarin sabitlik intervallar:

Teorem. (a,b) intervalinda diferensiallanan f(x)

funksiyasimin [a,b] parcasinda sabit olmasi1 ii¢iin
vx e(a,b) liciin f'(x) =0 olmasi zoruri vo kafi sortdir.

Isbati: 1) f(x)=c=Const olsun. Onda f'(x)=0 olmasi
molumdur.

2) Indi tutaq ki, vx € [a,b] iigiin f(x)=0

X, € [a,b] har hans1 bir noqte, x ise o araligin cari

noqtesi olsun. Onda Lagranj diisturuna gore

f(x)-f(x0)=f (x)(x-X,)=0 f(x)=0olmasindan almir ki,
f(X)=f(Xo) olur. Yani Vx € [a,bJUcun f(x)funksiyasinin x
noqtasinds sabit f(x,) adadina barabor giymat alir.

13.2.2. Funksiyanin monotonluq intervallari

Funksiyanin artdig1, azalmadigi, azaldig: vo artmadi-
g1 biitlin intervallar onun monotonluq intervallar1 adlanir.
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Teorem 1. (Zoruri sort). (a;b) intervalinda diferen-
siallanan vo artan (azalan) funksiyanin téromasi homin in-
tervalda manfi (misbat) deyil.

Isbati: Tutaq ki, f(x) funksiyasi (a;b) intervalinda
artandir vo X, bu intervalin har hansi bir néqtasidir.Onda
X< X, giymatlorinda f(x)<f(x,) olur.Ona goro do bdtin
X€E(a;b),x#x, qiymatlarinda

f(X)—f(Xo)>0
X—Xg

boraborliyi dogrudur. f(x) funksiyasmin x, nogtasinda
differensiallanan oldugu nazors alaraq bu barabarsizlikds
Xx—X,-0a limito kegsok

£.(x)= lim  £@)-f(xo)

X—=>Xg X—Xo

alarig.Azalan funksiya tgun teorem analoji gayda il isbat
edilir.

Teorem 2. (Kafi sort) (a;b) intervalinda téromasi
misbat(manfi) olan f(x) funksiyast hamin intervalda ar-
tandir.

Isbati: Tutaq Ki,x; vox,(a;b) intervalina daxil olan
ixtiyari iki noqtadir va x, > x,.Lagranj teoremina gors elo
CE(x4,X,) NOQtasi var ki,

f(x,)-f(x1)= £(C)(x; — x1) 1)
boraborliyi dogrudur. Bu barabarlikdon gorundr ki, agar
(a;b) intervalinda f'(X) miusboatdirss x, > x; oldugda
f(xz) > f(x;) olur. Basqa sozlo, funksiya (a;b) intervalinda

artandir. Ogar (a;b) intervalinda f'(x) monfidirse,x, > x;
oldugda x, > x; olduqgda olur.Bu iso 0 demoakdir ki,funk-
siya (a;b) intervalinda artan dir.

>0
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Qeyd. Teorem 2-do funksiyanin artan vo ya azalan
olmasit Uglin onun (zarina qoyulan sart zoruri sort deyil.
Misal Uclin y=x3 , X€R funksiyas: iigiin R=(-00;00)-da
artandir, lakin onun téromoasi x=0 ndqtesinds sifra bora-
bordir.

Misal.f(x)= 2x? —Inx X € (0;+o0) funksiyasinm
monotonluq intervallarini tapin.

Halli:Verilon funksiyanin téramasini tapaq:

f (%) :4x-§.

Toramo X:% noqtesinda sifra gevrilir. x=% noqtosi
funksiyanin toyin oblastin1 iki araliga boliir: (O;%) Vo
[i;oo).Bu araliglarin har birinin daxilinds f(x) 6z isarasini
doyismir. (O;%) intervalinda f *(x) <0, (%;00) intervalinda isa

f “(x)>0 olur (bunu har intervala daxil olan bir néqteds
téromonin giymatlorini hesablamagla O6yronmak olar).

Odur ki,baxdigimiz  funksiya (O;%) araliginda azalan-
dir, (%;oo) araliginda iso artandir.

Misal 1. f(x)=¢™ olsun.

1) f'(x)=-2x-¢™; 2) f(x)=-2x-¢ ™ >0 olmast {iciin
x<0 olmalidir, yoni (=c,0) intervalinda f(x)=e™ funksi-
yast artan olur;

3) f'(x)=-2x-e* <0 olmasi {iciin ise x>0 olmalidir,
yoni (0+) intervalinda funksiya azalandir.

Deyilonlerden goriiniir ki, X, =0 ndqtesi f(x)-mn “da-
yanma” noqtesidir, yeni artma ve azalma intervallarinin
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sorhaddidir. Bu ise o demokdir ki, x, =0 ndqtesinde

f(x) = e funksiyas1 6ziiniin en boyiik qiymetini alir.
f(0)=e’ =1= Max f(x) =Supf(x) .

xeR

Misal 2. f(x) = x-e™ funksiyasinin monotonluq in-
tervallarini tapin.

2
Holli: 1) f'(x) =™ —2x%™ —¢ X (1-2x%).
2)f' () =e (1-2x°)20<1-2x° 20 2x° <1
1 1
X‘S ,

2

oni intervalinda f(x) funksiyasi artandir;
g ( 7 J’J VY

x? <

2

3) f(x)=e " - (1 —2x%)<0 <2x%>1,[x| >—

olur.

%\
\_/
=
a
T

Yoni f(x) funksiyasi (—oo——) Vo [

vallarinda azalandir.
ol v L. <0 f iy Lol
CZ) we ’ (P= 7e=3°
olur.(sakil 1)
Bu ise o demokdir ki,
ax f(x :i-ei%'
Max f(x) 7z ;
Min f(x) = —i-e%

J2
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51~
. /\

Sakil 1.
13.2.3.Funksiyanin ekstremumu

Forz edak ki, y=f(x) , [a,b] par¢asinda tayin olunmus
funksiya, Xg iso homin parganin hor hansi daxili noqte-
sidir.

Tarif. Ogor f(x)-in Xendqgtasinin har hansi
(Xo-0, Xotd) (6>0) otrafinda yerloson bitln giymat-larinda

f(x) < f(xo) 1)
boraborsizliyi 6danilorsa, onda deyilar ki, f(x) funksiyanin
Xo nOgtasinds lokal maksimumu var. f(Xg)odadine funksi-
yanin lokal maksimum giymati deyilir.

Anoloji olarag, x-in X, ndgtasinin hor hansi
(Xo-9, Xg+3) (6>0) otrafinda yerloson butln giymatlar-inds

f(x) = f(xo)
boraborsizliyi 6danilarse, onda deyirlar ki, f(x) funksiya-
simin Xq hoqtesinda lokal minimumu var. f(X,) adadine
funksiyanin lokal minimum qiymati deyilir.

Torifdon aydindir ki, funksiyanin lokal minimumu va
lokal maksimumu baxilan ndqtenin yaxin atrafina nazaran
gotiliriliir. Funksiyanin  lokal maksimumuna vo lokal
minimumuna birlikds funksiyanin lokal ekstremumu de-
yilir.
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Funksiya ekstremumunu oblastin daxili noqtalarinds
aldigindan ona daxili ekstremum da deyilir. f(x) funksiyasi-
nin [a,b] par¢asinin a ucundaki f(a) giymati hoamin ndqtonin
hor hansi sag (a, a+d) (6>0) otrafindaki biitiin giymatlardon
Kicik (bOyuk) olmazsa, yoni f(a)>f(x), XE(a, atd) olarsa,
onda deyirlar ki, f(x) funksiyasinin x=a noqtasinda sarhad
maksimumu (minimumu) var. Parganin x=b ucunda
sarhad maksimumu va sarhad minimumu da eyni gayda ilo
toyin olunur.

Funksiyanin sarhod maksimumu vo vo sorhod mini-
mumu birlikdo funksiyanin sorhod ektremumu adla-
nir.Lokal ekstremumun torifindon aydindir ki, funksiyanin
0z toyin oblastinda lokal ekstremumu ola da bilar, olmaya
da bilor.Funksiyanin toyin oblastinda bir vo ya bir nego
lokal minimumu va lokal maksimum ola bilor.Masalan,
f(x)=x> funksiyasmm lokal ekstremumu yoxdur f(x)=x?
funksiyasinin iso Xx=0 noqtesinds lokal minimumu vardir

y

Qrafiki 2-ci sokildo verilmis funksiyanin x; Vo X3
noqtalorinds lokal maksimumu, X, va X4 noqtalarinda isa
lokal minimumu vardir. Funksiyanin X=a noqtasinds
sarhad minimumu, x=b ndqtssinds isa sarhad maksimumu
var.
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Funksiyanin lokal ekstremumu hansi noqtalorinds
ola bilar?
Teorem ( Lokal ekstremumun varhgi iigiin zaruri
sort).
y=f(x) funksiyasinin diferensiallanan oldugu
Xonogtasinda lokal ekstremumu varsa, onun téramasi
hamin néqtads sifra barabardir: f "(xg)=0.
Isbati: Tutaq ki, f(x) funksiyasinin xo nogtesindoe
ekstremumu var. Onda ixtiyari (kigik) Ax artim iigiin :
f(XotAX)< f(Xg) , f(XotAX)-f(Xo) <O.
Buradan
J (g +Ax)—f (x0)<0
Ax

< 0,Ax > 0 olduqda,

£ (xp +A%)—f (%0)<0

> 0,Ax < 0 olduqda

Ax

Bu borabarsizliklordo Ax=0 sortinds limito kegsok,

eyni zamanda
f ‘(Xo) <0, f ‘(Xo) >0
miinasibatlori alinir, buradan da f *(x4)=0.

Demoli, diferensiallanan f(x) funksiyanin lokal eks-
tremumu, onun tOromosinin sifra borabar oldugu ndg-
tolordo ola bilar.

Funksiyanin téromasinin sifra borabor oldugu ndqg-
tolora bazon homin funksiyanin stasionar noqtalori deyilir.

Funksiyanin lokal ekstremumu, téromasi olmadigi
(f "(Xg)=c2 olan va f “(Xg)-in heg¢ olmadigl) noqtalords do
ola bilar.

2
Moasalan, y=x3 Vo y=|x| funksiyalarin har ikisinin
x=0 ndqgtasinds tdromasi yoxdur, lakin hamin x=0 noqte-
sindo onlarin lokal minimumu var.(sokil 1, 2)
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Sokil 1. Sokil 2.

Kasilmoyon funksiya toromasinin sifra ¢evrildiyi vo
tOromasi olmadigr noqtolora homin funksiyanin boéhran
noqgtalori deyilir. Buradan aydindir ki, funksiyanin béhran
noqtalari onun stasionar noqtalari ilo tdromasinin olmadigi
nogtalordan ibaratdir.

Yuxarida deyilonlors asason funksiyanin lokal ekstre-
mumunun varhig Giglin sartin zaruriliyini asagidaki imumi
sokilda sdylomoak olar.

Sartin zaruriliyi.

Funksiyanin lokal ekstremum qiymoat aldigi1 har
bir n6qts homin funksiyanin béhran néqtasidir. Lakin
hor bir bohran ndqgtesinds funksiyanin lokal ekstremumu
oldugunu diisiinmok sahvdir. Bohran noqtesinds funksiya
lokal ekstremum giymot almaya da bilar.

Mosalon, x=0 néqtasi f(x)=x> funksiyasinin bohran
noqtesidir, funksiyann £ (x)=3x* tdromasi hemin négtods
sifra borabardir.

Lakin funksiya homin noqtodo lokal ekstremum qiy-
mot almur (sokil 3). Eloco do, x=0 néqtosi f(x)=3/x funk-
siyasinin béhran noqtasidir. Bu ndgtada

2
' ()=3-x73
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tOromasi sonsuzluga boraboardir. Verilmis funksiya x=0
bohran noqtssinds lokal ekstremum giymot almir (3-cl
sokil).

y A
y::{/}

v

Sakil 3.

Verilmis funksiyanin bohran noqtasinds lokal ekstre-
mumu oldugunu neco bilmok olar?

13.2.4. Ekstremumun varhg iiciin kafi sortlor

Verilmis funksiya 6zilinlin bohran noqtesinds no za-
man lokal ekstremum giymot alacagini toyin etmok Ugiin
noqto otrafinda onun téromasini todqiq edirlor. Bu gayda
ilo funksiyanin birtortibli , ikitartibli vo s. tromalarindon
istifado etmoklo lokal ekstremum varligi ligiin mixtolif
kafi sortlor verilir.

Teorem 1. Tutaq ki, y=f(x) funksiyas1 xq bohran
nogtasinin miayyan atrafinda kasilmayan vo hamin at-
rafda, X, noqtasi mistasna olmagla, diferensiallanan
funksiyadar.

9gar soldan saga x, noqtasindan kecdikda funk-
siyanmin f (x) téromasi 6z isarasini dayisirss, onda ha-
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min nogtads funksiyanin lokal ekstremumu var,
soldan saga x, noqtesindan kecdikda funksiyanin
téramasi 6z isarasini dayismadikda isa hamin noqgtade
funksiyanin lokal ekstremumu yoxdur.

Bu halda, funksiyann f (x) toramasi X, nogtasin-
dan solda musbat, sagda manfi oldugda hamin néqtada
funksiyanin lokal maksimumu var, funksiyanin
téramasi X, noqtasinds solda manfi (f "(x)<0), sagda
musbat (f'(X)>0) oldugda isa hamin noqgtada funksiya-
nin lokal minimumu var.

Isbati: Ovvolco, forz edok Ki, funksiya téromasi 6z
isarasini Xo n6qtasinds misbatdon manfiys doayisir, yani

X <Xo olduqgda f "(x) >0, x>x, olduqgda iss f (x)<0
olur. Onda x-in X, nogtasinin teoremda gostarilon otrafin-
da yerlason ixtiyari qiymati G¢lin Lagranj teoremina goro

f(x)-f(x0)=f " (E)(x-X0) (1)
olar.

Ogar X<x, olarsa, x<&<xq oldugundan f *(§)>0 va
X-Xo<0 . Bu halda (1) diisturunun sag torafi monfi adad
olar, buna gdros do homin x négtalarinds

f(x)-f(x0)<0 )
baraborsizliyi 6donilar.

Ogar  x,<x olarsa, x—x, >0 Vo x, <§ <X
oldugundan f'(§) < 0.

Bu halda (1) baraborliyinin sag torafi monfi odod olar
Vo yena do (2) barabarsizliyi 6danilar.

Demali x — inx, nogtasinin  gostarilon  otrafinda
yerlagon bdtin giymatlorinds (2) boarabarsizliyi, yani

f(x) <f(xo)
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barabarsizliyi 6danilir.

Bu iso x, noqtesinds f(x) funksiyasinin lokal mak-
simumu oldugunu gostarir. Eyni gqayda ilo gostormoak
olar ki, funksiyanin téramasi x, nogtesinds 6z isarasini
monfidon misbato  doyisdikdo x —inx, noqtasinin
gostarilon otrafinda yerlasan bitin giymatlorinda

f(x) > f(xo)
borabarsizliyi 6donilir. Buradan x, noqtesinds f(x) funk-
siyasinin lokal minimumu olmas1 aydindir.

Ogor f(x) funksiyasinin téromasi x, néqtasindan
kecdikdo 6z isarosini doyismirso onda f'(§) komiyyati
homin otrafda eyni isarali olar, x —x, forqgi iso soldan
saga X, nogtesindon kecdikds 6z isarasini manfidon mas-
bato doyisir. Buna gora do x, noqtasinin istonilon kigik
otrafinda homf(x) > f(x,) Vo ham dof(x) < f(x,)borabor-
sizliyinin ddonildiyi nogtalor olar. Bu iss x, noqtesinds
lokal ekstremumun olmadigint gostorir.

Teoremin hondosi monasi beladir: soldan saga ho-
rokot etdikdo funksiyanin artma intervali qurtarib azal-
ma intervali baslayirsa (vo ya torsing), onda funksiyanin
artma vo azalma intervallarin1 ayiran x, noqtesi homin
funksiyanin lokal maksimum (minimum) ndqtasidir. Bu
toklifin torsi dogru olmaya da bilor. Funksiyanin lokal
ekstremum nogtasi onun monotonlug (artma vo azalma)
intervallarin1 ayirmaya da bilor. Masalan,

2 Fa2 1
£,(x) = { X (sm ;+ 1), x#0
0 , x=0
funksiyasinin x = 0 ndqtesinds lokal minimumu var. Bu
noqtado  téromosi sifra barabardir:
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_ lim (AX)Z(sin§+1)_0
_ "TAx 5 0 o -
Lakin x=0 nogtesi f,(x) funksiyasinin

monoton-luq intervallarini ayirmir. Funksiyanin

1 2
fo(x) = 2x (sin2 - + 1) — sin;
toromasi x = 0 ndqtasinin har iki torafinds (albatts, x = 0

noqtasine ¢ox yaxin olan noqtalords) ham musbat vo hom
do manfi isarali giymatlor alir .

Isbat etdiyimiz teoremo asason verilmis ( a,b) inter-
valinda kasilmoz téromasi olan f(x) funksiyasinin homin
intervaldaki lokal ekstremumlarini tapmagq {i¢iin asagidaki
praktiki qaydami aliriq: homin funksiyanin  (a,b)
intervalinda yerlogon bittin béhran noqtalarini taparaq

A<x <X, < <Xp_1<x,<Db
soklinda némralayirik.

Bu noqtalorin toyin etdiyi

. (a ’ Xl); (X1; XZ): Ty (Xn—l ) Xn): (an b) (3)

Intervallarinin ~ hor  birinin daxilinds  funksiyanin
f'(x) téromasi var vo bu toroms (3) intervallarinin hor biri-
nin daxilinds 6z isarasini saxlayir. Bu intervallarda tOroma-
nin isarasini toyin etmoklo (tGromonin intervalda isarasi
intervalin bir daxili néqtasinda téromonin giymotinin isa-
rosi ilo toyin olunur) x,(k = 1,2 ..., n)ndqtelorinds funk-
siyanin lokal ekstremumunun varligini teorema asason
yoxlamagq olar.

Misal 1. Bdtin odod oxunda toyin olunmus
f(x) = x? —%x“ funksiyasinin lokal ekstremumunu tap-

mali. Bu magsadla
fx)=2x—2x3=2x(1-x)(1+x%x) (4
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tOromasinin sifira ¢evrildiyi noqtalori tapag:
x,=—1, x,=0, x3=1.

Aydindir ki, verilmis funksiyanin béhran noqtalori
ancag bu U¢ noqts olar, ¢linki funksiya téromasinin sifra
cevrildiyi vo tdromonin olmadigi basqa noqtalor yoxdur.
Bu noqtalor vasitasilo adad oxu

(—OO, _1)1 (_110)1 (0!1)1 (1! OO) (5)
kimi intervallara ayrilir .

Funksiyanin téromasinin bu intervallarda isarasi

gOstorilmisdir (sokil 1).

-+ — -+ —_
W
~F aq 7
Sakil 1.

Bir daha geyd etmok lazimdir ki, (5) intervallarinin
hor birinin daxilindo (4) tOromasi 6z isarosini saxlayair.
Buradan aydindir ki, funksiyanin = téromosi x; = —1
nogtasinds 6z isarasini muisbotdon  moanfiys, x, =0
nogtesindo 6z isarasini monfidon mishato vo x3 =1
négtasindo iso mushatdon monfiys doyisir.

Demoli teoremo goro verilmis funksiyanin x; = —1
noqtesindo lokal maksimumu x, = 0 nodqtesindo lokal
minimumu vo x; = 1 nodqtoesinds iso lokal maksimumu
var. Bu ekstremal qiymatlor

1 1
adadlaridir.
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13.3.Lokal ekstremumun yiksak tartibli téramea
vasitasilo arasdirilmasi

Funksiyanin lokal ekstremumunun varligint ikitor-
tibli téromo vasitasilo tayin etmok bozon daha olverisli
olur.

Teorem 2. Ogar f(x) funksiyasinin stasionar x,
(yani, f'(xo) = 0 olan) noqtasinda  ikitartibli f (xq)
toramasi varsa, onda f (xy) < 0 olduqda funksiyanin
X, nogtasinds lokal maksimumu, f (xq) > 0 oldugda
Isa hamin noqgtada lokal minimumu var.

Isbatu. Ikitortibli toromonin torifino gore

£ (xg) = lim 20— 0 T
X=Xo X —Xg x—=Xo X — X

Oldugundan ixtiyari € > 0 odadi Uglin elo § > 0 var
kix —in 0 < |x —Xq| < 6 barabarsizliyini 6doyan bitin
giymatlorinda

f(x)

X—Xp

f'(xg) — & < L < f'(x4) + & (1)

munasibati 6doanilir .
f'(x) <0 oldugda misbot & ododini elo secmok

fﬂ - " - - -
(masalon € = |(2i)|) olar ki f (x,) + € < 0 borabarsizliyi

6danilsin. Onda (1) barabarsizliyinin sag torafindon alariq
Kix —in 0 < |x —X,| < & barabarsizliyini 6¢dayan bitin
giymatlorinda

f(x)

X—Xo

<0 2)
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X < X, oldugda x — x, < 0 va X > x, oldugundan (2) bora-
barsizliyinin  6donilmoasi  liclin x < x, oldugda f'(x) > 0,
X > X, oldugda iso f'(x) < 0 olmalidur.

Demoli funksiyanin f'(x) toromasi x, néqtesinde 6z
isarasini misbatdon manfiys doyisir yani hamin ndqtado
funksiyanin lokal maksimumu var.

f"(x,) > 0 oldugda iso (6) minasibatinin sol bora-
barsizliyino asason gostarmok olar ki x < x, olduqgda
f'(x) <0,x>x, oldugda iso f'(x) > 0 olmalidir yoni
f'(x) toromosi 6z isarosini X, nogtesindo monfidon
musboto doyisir. Bu iso funksiyanin x, noqtesinds lokal
minimumunun oldugunu gdstarir.

Misal 2.f(x) = 2x3 — 15x? + 36x + 5 funksiyasinin
lokal ekstremumunu tapmali.

f'(x) = 6x* —30x+ 36 = 6(x—2)(x— 3)

Oldugundan funksiyanin boéhran noqtalori x; = 2 va
X, = 3 olar. Bu noqtoalordo ikinci téromonin giymatini
tapag:

f'(x) = 12x — 30,
f'(2)=12-2-30=-6<0
f'(3)=12:3-30=6>0

Oldugundan 2-ci teorems goro funksiyanin x; = 2
noqtasindo lokal maksimumu x, = 3 noqtesinds iso lo-
kal minimumu var .

Misal 3.f(x) = x* funksiyasinin lokal ekstremumu-
nu tapmali.

f(x) =4x3 =0
boraborliyini yegana x = 0 noqtesi O0dayir. Bu noqtado
funksiyanin ikinci toromosi sifra barabordir:
f'(x) = 12x*,£'(0) = 12- 0 = 0.
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Ona goro do x = 0 nbqtesinds funksiyanin lokal
ekstremumunun olmasini 2-ci teoremi tatbiq etmoklo yox-
lamaq olmaz.

Lakinx < 0 oldugdaf’(x) = 4x3 < 0x > 0 olduqda
f'(x) >0 olmasi  gostorir ki f'(x) toromosi x =0
noqtasinds isarasini manfidon misboato doayisir. Onda 1-ci
teorema gOrox = 0 nogtasinds funksiyanin lokal mini-
mumu var.

Misal 4. f(x) =xlnx (x> 0) funksiyasinin
f'(x) =Inx + 1 téromasi x = e~! noqgtesindo sifra ¢evri-

lir.Bu nogteds f'(x) = i toromasi f'(e™1) = e > 0 oldu-

gundan 2-ci teoremo goOro x = e~! bohran nogtesindo
funksiyanin lokal minumumu var.

13.4. Qabariq vo ¢Oklk ayrilor

Torif 1. Hamar AB oyrisi hor bir M noqtosineg ¢o-
kilmis toxunandan asagida (yuxarida) yerlosorsa, onda
AB oyrisino qabariq (¢okiik) ayri deyilir (sokil 4 vo 5).

A

7 N, ’;‘:””
— "l ( b
’M

il

|
|
|
0 a e g ‘4
Sakil 4. Sakil 5.

Bozi kitablarda gabariq vo ¢okiik sozlori yerino
“gabarigligl yuxariya” vo “gabariqhigl asagiya” yonal-

|
|
|
|
|
1
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mis oyrilor deyirlor. Biz “gabariq” vo “¢okiikk” mov-
humlarimni isladacayik. M(Xq, Yo) ayrinin har hansi bir
noqtasi, y=Ff(x) isa (a<x<b) 0 oyrinin tonliyi olsun. Bu
halda Mo noqtasinds ayriys ¢okilmis toxunanin tonliyi
Y-y =f'(XgN(x—Xq); Y=1(xq)+f'(xo)(x—%¢) (1) olar.
N(x,y) toxunanin, M;(X,y)=M;(x,f(x)) iso AB oyrisinin
X-9 uygun noqtalori olsun. Onda, qabariq oyri igiin
y<Y (2) cokiik oyri iiglin iso y>Y (3)olacagi aydindir.
Ona gora do bir oyrinin qabariq vo ya ¢okiik olacagini
gostormoak {igiin (2) vo ya (3) barabarsizliklorinin dogru
oldugunu gostormok kifayot olar.(1)-don vo oyrinin
y=f(X) tonliyindon yaza bilorik:

y=Y = F(x)= (%)= F'(%)(x=%).
Burada Laqranj dusturunu tatbiq etsak
y=Y =1£(c,)- (Xx=%;) = F'(X)(x=Xp) [f ]X X;)

alariq, ¢ 1so x ilo X9 arasinda bir noqtedlr. YenldgnLaq-
ranj teoremini totbiq etsok,

Y- Y = £7(c2)(C1 — Xo)(X — Xo) “4)
baraboarliyini almis olariq burada c», ¢ ilo Xo arasinda
bir noqtadir.

Teorem 1. Ogar (a,b) arahgindaf (x) < 0 isa, onda
y=f(x) ayrisi bu arahqda qabariq, f (x) > 0 olduqda iso
¢okiik olur.

Isbat1. (4) borabarliyinda Xo,X,C1,C, kimi dord ndqto
vardir vo onlarin iki formada diiziiliisii mimkiindiir:

Dx<x,=x<c <C, <X, Vo
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I x>x, = x>c, >¢, >X,.

Xe & I x
ovvalca:
I) hala baxaq. Bu halda ¢; —Xq <0,x-x, <0
oldugundan (¢; —Xo)(X—Xg) >0 olar.

£"(x) <0 gabul etsok, onda y-Y<0, y<Y olar.

Ogor f (x) < 0 olmaqgla

IT) hala baxmis olsaydiq, onda da y<Y oldugunu
gorordik. Beloliklo,f (x) < 0 oldugda oyri (a,b) interva-
linda gabariq olur.Dgor f (x) > 0 olsa, 0 zaman yeno
do (4) disturundan asanlsqla goriintir ki, I) vo II) hal-
larin hor ikisindos y>0, y>Y olur ki, bu da (a,b) araligin-
da y=f(x) oayrisinin ¢okiik olmasi demokdir.

Torif 2. y=f(x) ayrisi iizorindo olub, onun gabariq
hissasini ¢okiik hissasindon ayran Mg (X(,yo) noqtasing
dyrinin donma noqtasi deyilir.

Donmoa noqtesini tapmagq iigiin asagidaki teorem-
don istifads etmok olar:

Teorem 2. 9gor y=f(x)-in (a,b) arahginda f ', "
kasilmoz toromolori varsa (burada X -miistosna ola
bilar!) va xo-dan kecdikdo f **(X) 0z isarasini dayisirsa,
onda M, (Xg,f(Xq)) donmo noqtasidir.

Olavo olaraq xo noqtesindo f" varsa, onda
f"(xo) =0 olmalidir. Verilon toriflordon goriiniir ki, dén-
mo noqtasinds ayrinin toxunani 0 oyrini kasir vo onun
bir torafindon digar torafine kegir. Masalon, Xo=rt ndqte-
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sinda y=sinx oayrisina ¢okilmis toxunan y=n-X olar vo bu
diiz xott y=sinx oyrisini Xx=mu, yoni

Sokil 6.

(m,0) noqtesinda kasir. (w,0) néqtesindan solda ayri qa-
bariq, sagda 1so ¢okiikdiir (sokil 6).

Solda oyri toxunanin altinda, sagda iso istiindo
qalir. Basga bir misal olaraq y= e oyrisino baxaq
(sokil 7). Bu ayri tigiin:
y'= 2xe X , y'= 2e™® +ax2e™ =27 (2x2 -1);, y"=0

1
Es
oldugda y">0, |x<

x, = olmaldir.

J2
1

V2

olmasi iiglin x, =—

L

V2

x| > oldugda isa y”<o0 olur.

Bu 1s0 o demokdir ki, [—i,

1
2 2

J intervalinda ayri qa-

V2 2

bariqdir, [_oo,_iJ %) i,m] intervallarinda isa

cokiikdiir (sokil 7).
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Sokil 7.
. e e . 1 1 1 1 k .
yonl y=e ayrisinin Ml[_ﬁ’e 2 ] Vo MZ[_\E’G 2 J 1mi

iki donmoa néqtesi vardir.

9yrinin asimptotlar1 haqqinda

1. Sonsuz uzaqlagmis noqtalori olan Q oyrisi vo £
diiz xotti verilmis olsun (sokil 8). M noqtesi Q ayrisi
tizorinds qalaraqg M—oo oldugda p(Q,7) =(MN)=p

}/8
M /'/
p rd

N

Sakil 8.
mosafasi p—0 olarsa, € diiz xottino Q oyrisinin asimp-
totu deyilir.

Saquli vo maili olmagqla iki név asimptotlardan
danismagq olar.

1) Saquli asimptot (agor varsa!) ordinatoxuna pa-
ralel olan asimptotlara deyilir.

Demoli, ayrinin y=f(x) tonliyi verildikdo elo X=X,
axtarimalidir ki, x—>Xgoldugda y=f(X)—o olsun. Bu
zaman X=Xg diiz xatti y=f(x) ayrisinin saqulu assimptotu
olur.
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2)Ordinat oxuna paralel olmayan asimptota iso
maili asimptot deyilir.

Hor belo diiz xott y=kx+b kimi bir tonliklo ifads
oluna bilor. Burada da iki hal ola bilor:

a)k=0. yoni y=b olmagqla absis oxuna paralel olan
asimptot alinir. Goriindiiyii kimi bu halda y sonsuzluga
yaxinlasa bilmoz, ancaq Yy—b ola bilor. Demali
M(X,y)—> olmasi ancaq X— oldugda miimkiin olar.
Ona goro do x—oo olduqda, y—b olarsa, y=b diiz xatti
y=f(x) ayrisinin absis oxuna paralel asimptotu olur.

b) k#0. Bu halda asimptot koordinat oxlarinin
heg birino paralel olmaz. Demsali, bu tipli asimptotun
varhgmi sortlondiron  diisturlara  ehtiyac  vardir.
M(x,y)el ixtiyari noqto olsun (sokil 9). Bu
noqtoniny=kx+b diiz xottindon olan uzaqlig

M1 t
bl D<§/
i
= 0 N/
Sakil 9.

><"

(kx—y+b) _(y—kx-b)
Vitk2  J1rk?
olur vo p—0 olmas1 lim(y —kx—b) =0 olmasi demokdir.

p(M, ) =

Buradan goriiniir ki,
K = tim Y = tim + ) 1)

X—0 X X—>0 X
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olur. 9gor bu limit yoxdursa, onda ayrinin maili asimp-
totu yoxdur. 9gor (1) limiti varsa, onda
b=lim[f(x)-k-x] ()

limitine baxilir. Bu limit do yoxdursa, maili asimptot
yoxdur. 9gor (2) limiti do varsa, onda K vo b sabitlori
(1) vo(2), diisturlart ilo hesablanir vo maili asimptotun
y=kx+b tonliyi yazilir.

2) Qeyd edok ki, bir ayrinin sonsuz sayda saquli
asimptotu ola bildiyi halda, an ¢oxu iki maili asimptotu
ola bilar: X—-00 vo X—+o0 hallarinda

Masalon, a) y=tgx oyrisinin sonsuz sayda saquli

asimptotu var: x= % +kzr (k=02x1+2,...) soklinds olan
diiz xatlorin har biri belo asimptotdur.
1
b) f(x)=—
X

. oyrisinin heg¢ bir saqulu asimptotu
yoxdur. Lakin y=o0 onun maili asimptotudur.
x C . _ _ c e
V)y = oDz Syrisinin x=1 vo x=2 kimi iki sa-

quli asimptotu var.
Bu oyri ii¢lin

k= tim X g1
x—o X X—>0 (X—l)(X—Z)
X
_Ilm[f(X) k X]_I m

oldugundan, y=0-k+0=0 (absus oxu) onun maili asimp-
totudur.
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3.Parametrik sokildo. x=¢(t), y=w(t) soklindo
verilmis oyrilor iiglin bu asimptotlarin olub-olmamasi
asagidaki kimi miioyyonlosdirilir:

a)ogor elo to varsa ki, t—>tyoldugda x—Xq, y— ol-
sun, onda X=X, saquli asimptot olur;

b)ogor elo ty varsa ki, t—>tpoldugda x—o0, y—yy
olsun, onda y=Y, absis oxuna paralel asimptot olur;

c)agor elo to varsa ki, t—ty oldugda x—o0, y—>w©
olmag]la, sonlu

k = lim ﬂ; —k,, b= !Lr{z[w(t) —ky - (t)]

limitlori olsun, onda oyrinin y=K, Xx+b maili asimptotu
var.
t

Misal 1. -1 olsun.

_t+2
Y t+1

3 . .
at—l-dax—>owy— 5 Demali y = % asimptotudur.

byt >-1-day—>o, x— % oldugundan, x= % sa-

quli asimptotdur.

c) elo t=to yoxdur ki, t—>to oldugda eyni zamanda
hom X—o ham do y— olsun. Bu isa o demokdir ki,
maili asimptot (y=kx+b, k#0) yoxdur.

2

Misal 2. x= 22t1, y:tt . parametrik tonliklorilo
2 _

verilmis ayri ligiin
a) t—>oo oldugda x—0, y—>o oldugundan, x=0 sa-
quli asimptotdur;
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b)t—>-1 olduqda x—>o, y— _g oldugu iigiin y- —%

absis oxuna paralel asimptotdur;
¢)t—1 oldugda x—o0, y—>0 olur vo buradan

. . +
k=|ImX=|ImM=L
t—1 X .I._)
b= lim(y—1-x) = lim| L — 2| _jim D=2t
k) y-+4 K t—1 tz -1 K tz -1 -

t*+t? -2t . t*+2t 3 3
=lim—F=lim———==; y=kx+b=x+—.
=1 (t-1(t+1]) 1 t+1 2 2

(maili asimptot).

13.5. Funksiyanin grafikinin qurulmasi

Biitiin deyilonlori yekunlasdiraraq, funksiyanin
arasdirilmasinin asagidaki sxemini almis olurugq.

1.Verilmis y=f(x) ifadasinin varliq oblastini, kasil-
mozlik oblastini, kosilmo néqtolorini miioyyonlogdirmok;

2.Funksiyanin sabitlik oblastlarini tapmaq;

3.Funksiyanin monotonluq intervallarin1 tapmaq;

4. Funksiyanin lokal ekstremumlarini tapmag;

5.Funksiyanin miitlog maksimum va miitloq mini-
mumlarini tapmag;

6.Funksiyanin qabariliq, ¢okiikliikk intervallarini,
habelo donmao noqtalorini tapmag;

7.Funksiyanin asimptotlarini arasdirmaq ve tapmag;

8.9ldo edilonlorin hamisint Koordinat sistemino
kogiiriib y=f(x) oyrisini tapmag;
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Qeyd. Qrafikin daha daqiq olmasi iigiin funksiya-
nin tok-ciitlikk, periodiklik kimi xassalorini, oxlarla ko-
sisma noqtalorini vo bu kimi slave xassoalorini do dyron-
mok olar.
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XIV FOSIL. IBTIDAI FUNKSIYA VO QEYRI-
MUOYYON INTEQRAL

14.1.1.ibtidai funksiya va geyri milayyan inteqralin
torifi

Molumdur ki, diferensial hesabinin asas mosaloasi ve-
rilon funksiyanin téramasinin vo ya diferensialinin tapilma-
sindan ibaratdir. Praktikada tez-tez funksiyanin tdromasinin
tapilmasina tors olan masalonin halli lazim golir. Basga
s0zlo biz tez-tez toromosi verilon funksiyanin 6ziinii tap-
maq mosalasi ilo rastlasiriq. Bu mosalo integral hesabinin
asas masolasi hesab olunur.

Torif 1. Muoyyon bir araligda F(x) funksiyasiin
toromasi f(x) funksiyasma borabor olarsa, F(x) funksiyasi
homin araliqda f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyas1 adla-

nir,yani
F(x)=f(x) 1)
F(x)= x* funksiyasi f(x) = 4x3 funksiyasimin ibtidai funk-
siyasidir, ¢linki
F'(x)=4x°=f(x), x € R.

Aydmdir ki, Fi(x)=x*+1, F,(x)=x*-3 vo imumiyystls,
F3(x)=x"+C (C- ixtiyari sabitdir) soklindo olan funksiyalarin
har biri f(x) = 4x3 funksiyasimn ibtidai funksiyasidir.

Bu misal onu gostorir ki, verilon funksiyanin ibtidai
funksiyas1 varsa, belo funksiyalar sonsuz saydadir.

Teorem. Muayyon bir araliqgda verilon funksiyanin
iki muxtolif ibtidai funksiyast homin araliqda bir-birindon
sabit toplananla farglonir.

Tutaq ki,F;(x)va F,(x) funksiyalar1 (a,b) araliginda
f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyalaridir.
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F 1(X)=f(x) vo F »(X)=f(x).
F 1(X)=F"5(X) olduguna gora F;i(X) Vo F,(X) funksiyalari
bir-birindan ancaq sabit toplananla farglanir.
F1(x)-F2(x)=C.

Tarif 2.f(x) funksiyasinin biitiin ibtidai funksiyalari-
nin ¢oxluguna onun geyri-muayyan inteqrah deyilir vo
bu [ f(x)dx kimi isaro edilir.

[ f(x)dxyazilisinda f(x) funksiyasi inteqralalt1 funk-
siya, f(x)dx iso inteqralalti ifada adlanir.

Yuxarida isbat edilon teoremdon ¢ixir ki, agar F(x)
funksiyast miioyyon bir araliqda f(x) funksiyasinin ibtidai
funksiyasidirsa, onda bu funksiyanin biitiin ibtidai funksi-
yalar1 coxlugu

F(x) +C, CE€ (—x, +x)
dasturu ila verilir. Bu o demakdir ki,

ff(x)dx = F(x) + C.

Funksiyanin geyri-muayyan inteqralinin tapilmasi
omoliyyati integrallama adlanir.

Misal. f(x) = x?+ 5 funksiyasmin geyri-mioyyan
inteqralini tapin.

Halli.

f(x2+5)dx:§x3+5X+C,
clnki

(l 3 f Y2

5 X +5x+C) = x“+5.

14.1.2. Qeri-mUayyon inteqralin asas xassalari

1. Qeyri-muoayyan inteqralin téromasi inteqralalti
funksiyaya barabardir:
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(J fx)dx)" = f(x).
Bu xassa bilavasito geyri-miayyon inteqralin tarifin-
don alinur.
2.Funksiyanin tdramasinin inteqrali homin funksiya-
nin 6zii ils sabit toplananin comina barabordir:

j(p'(x)dx = ¢@(x) + C.

3.Sifirdan forqli sabit vurugu inteqral isarasi garsisi-
na ¢ixarmagq olar:
[Af(x)dx = A [ f(x)dx.
Tutaq ki, F(xX) funksiyasi f(x) funksiyasinin ibtidai
funksiyasidir.Onda (1) diisturuna goro
A [ f(x)dx = A(F(x) + C) = AF(x) + AC = AF(x) + C; (1)
Bu dusturda ham C vo hom do C,=AC ixtiyari sabit-
lordir.Digor torafdon
(AF(x))’ = AF (x) = Af(%)
oldugu ii¢iin
[ Af(x)dx = AF(x) + C; (2)
(1) va (2) diisturlarindan
[Af(x)dx = A [ f(x)dx
boraborliyi alinir.
4. ki funksiyanin cominin geyri-miayyen inteqrali
onlarin geyri-muoyyon inteqralinin comina barabardir:
[IF0 + g(x)]dx = [ f()dx + [ g0 dx
Tutaq ki, F(xX) vo G(x) funksiyalar1 uygun olaraq
f(x) voa g(x) funksiyalarmin ibtidai funksiyalaridir:
F (xX)=f(x), G (x)=g(x). Onda miosyyan inteqgralin torifins
[fx)dx + [ g(x)dx = [F(x) + C;] + [G(X) + C;] =
[F(x) + Gx)] + (C; + C,) =Fx) + G(x) + C (3)
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Bu dusturda C,C, va C ixtiyari sabitlordir. Digar torof-
don
[F(x) + G(x)]" = F'(x) + G"(x) = f(x) + g(x)
oldugu ii¢lin diisturuna gors
JIfx) + g(x)]dx = [F(x) + G(x)] + C (4)
olar. (3) va (4) diisturlarindan
[ + g@)]dx = [ f)dx + [ g(x)dx

diisturu alinir.
14.2.1. 9sas inteqrallar codvali

Qeyri mioayyan inteqralin torifina gora, agar F(X)
funksiyasi f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasidirsa, onda
[f(x)dx = F(x) + C(1)
Misal. Integrali hesablayin:

[ x>dx.
Halli. (X—:)':XS oldugu {i¢iin (1) diisturuna gors
x>dx = X—6 + C.
6

(1) disturundan istifado edorok asagidaki diisturlarin
dogru oldugunu yoxlamagq olar:
1) [o0dx = C,

2) [ x*dx = *= (a#-1 vo o sabit adaddir)

3) /< = In|x| + C, (x#0 oldugu har bir intervalda)

4) faxdx=2+C, (a>0, a# 1),a xiisusi hal-
da a=e olarsa [ e*dx=e*+c

5)f cos xdx = sinx + C,
6) [ sinxdx = — cosx + C,
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- d’;x = tgx + C, (cosx-in sifirdan forqli oldugu
torkib intervalda)
)fsl > = —ctgx + C,(sinx-in sifirdan forgli oldugu
har bir intervalda )
dx .
9) fm = arcsinx + C = —arccosx + Cy,

. = = = arctgx + C = —arcctgx + C;,

11)flf’; =~In|=l +C,
12)f\/_ ln|x+\/x2+(x|+C o # 0.

13) fxzc_l_faz—lnlx +4/x2 a2|+c

14.2.2. inteqralin dogrulugunun yoxlanilmasi

Yuxarida geyd etdiyimiz kimi bu diisturlarin har birinin
dogrulugunu bilavasito diferensiallamagla yoxlamaq olar.

Masalon, 13-cii diisturun dogrulugunu yoxlayaq. Sag
torofin diferensialini hesablasaq,

(x+\/xziazjdx _

X+x2 +a’

+C)=

d(In‘x+ X% +a’

3 dx -(1+ X j _dx
X++/x? £ a? VxX*+a? ) x*+a’
olar, yani 13-ci diistur dogrudur.
Bu integrallar codvalindan istifado edarok, bir ¢ox
elementar funksiyalarin inteqralin1 hesablamagq olar.
Inteqrali, codvaldon istifado edorok hesablamaga bila-
vasito inteqrallama deyilir.
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XV FOSIL. INTEQRALLAMA USULLARI.
RASIONAL KOSRLORIN INTEQRALLANMASI

15.1. 9sas inteqrallama iisullar1 haqqinda

Qeyri-miayyan intgerali hesablamaq ligiin onu mii-
ayyan Usullarla codval intqerallarina gotirirlor. Bu Usulla-
rin an ¢oX totbiqg edilon bir negasi ilo tanis olag.

On cox istifado edilon tisullar agsagidakilardir:

1. Dayisonlora ayirma tisulu.

2.Dayisoni avazetmo sulu.

3.Hisso - hissa inegrallama sulu.

I. Dayisanlora ayirma iisulu. Tutaq ki, f(x) funksi-
yasini elo f; (x) vaf, (x) funksiyalarinin comi soklinds gos-
tormak mumkundur ki,

ffl(x)dx vaffz(x)dx

Integrallar: cadvalintegrallarininkdmoyiilo hesablanabilir.
Onda

ff(x)dx = f[fl(x) + f, (x)]dx
inteqralint moalum
JIf1(0 + £,(0]dx = [ f;(x)dx + [ f,(x)dx

dusturu ilo hesablamagq olar.

Misal 1.

f(x? +3x+§)dx= fxzdx+f3xdx+f§dx=§+32i2+
+2In|x| + C
Misal2.

dx x2

dx = [xdx+ [ 5 ="+

fX3+1 X~

x2
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Misal 3.

3
1 2 2dx x 2*t 2x att
f(ﬁ"'%)dx —f f Tt

+C = 2Vx+ +8Vx + C
Misal 4.

1 1 1
fcosz xdx = fz(l + cos2x)dx = fzdx+f§c052xdx =
= %fdx+if<:052xd2x = §+isin2x +C.

I1. Dayisoni avazetma Usulu.
Tutaq ki,

] f(x)dx

inteqralin1  hesablamaq lazimdir. Bir c¢ox hallarda elo
@(x) funksiyas1 tapmaq miimkiin olur ki, inteqralaltt
ifadoni

f(x)dx = g(@(x))e (x)dx
sokilda gOstormok,

f g(bdt
inteqralin1 isa hesablamaqg mimkdn olur. Bu halda agor
[g(®dt=G(t)+C
olarsa, onda
Jfx)dx = [ g(@(x)de(x) = G(e(X)) +C
diisturu dogru olar.
Misal 5. Inteqrali hesablayin:

dx
f1+\/x+_1'
Halli/x+ 1 =t oavazlomasi aparaq. Buradan
X = t2 — 1vodx = 2tdt
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alinir. Ona gora do

f dx B 2tdt_f2(1 1 )dt—
1+vx+1 J 1+t 1+t/
d(1+1¢t)
=2Jdt—2j—=2t—21n|1+t|+c
1+t
ki 1-

—2In(1+vx+1)+C.
Misal 6. Inteqrali hesablayin:
dx
fxx+1'

Hoalli. vx + 1 = t qabul edak. Buradan
X = t? — 1 vodx = 2tdt

alinir. Onda

dx 2tdt dt -2 |1+t
fx X+1 f(tz—l)t - _2f1—t2 - 7ln |§| tC=
_ 1—\/x+1|
= |1+\/x+1 +C

I11. Hissa-hissa inteqrallama tsulu.

Tutag kiu = f(x) vaos v = g(x) kasilmoz téromalori
olan funksiyalardir. Hasilin diferensiali diisturuna goéro

d(uv)=udv+vdu.
Buradan
[d(uv) = [udv + [ vdu
Vo ya
[udv =uv — [ vdu

diisturu alinir. Bu dlstur hissa-hissa integrallama dus-
turu adlanir.

Hissa-hissa inteqrallama diisturu o zaman tatbiq edi-
lir ki, [ vduintegral: verilmis [ udv integralina nisbaton
asan hesablansin.
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Misal 8. Inteqrali hesablayin:
[ xsinx dx
Halli.u=x va dv=sin xdx=d(-cosx) gotirak va hissa-
hissa inteqrallama disturunu tatbiq edok:

fxsinxdx = fxd(—cosx) = —XCOSX — f(—cosx)dx =

= —XcosX + sinx + C
Misal 9. Inteqrali hesablayin:
[ xe *dx
Halli. u=x va dv = e ™*dx = d(—e™*) gOturak va
hissa-hissa inteqrallama dusturunu totbig edoak:

fxe‘xdx = ]Xd(—e‘x) = —xe X — j(—e‘x)dx =

= _xe X — f e7*d(—x) = —xe ¥ — "X 4 (.
Misal 10. Inteqral hesablayin:
[ xtg?xdx.
Halli. u=x sin x, dv=—-rdx = —d (L)gijt[]rak Vo
COos“X COSX
hissa-hisss inteqrallama dusturunu totbiq edok:

1 1
fxtgzxdx =— f xsinxd (—) = —xsinx — +
CcoSX COSX

1 1
+ [ ——= (xsinx)dx = —xtgx + | —— (sinx + d
f - (xsinx)dx xtgx f p— (sinx + xcosx)dx

dcosx
——+ [ xdx = —xtgx — In|cosx| —

= —xtgx — [
ic
2
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15.2. Sada rasional kasrlarin inteqrallanmasi. Rasional
kasrlarin sada kasrlara ayrilmasi

Tutag ki, Pn(X) vo Qn(X) uygun olarag m va n
doracali ¢oxhodlilordir. Asagidaki rasional funksiyaya
baxaq:

) =0 (1)

Burada iki hal mumkundr:

1) m < n, bagsqa sozlo rasional funksiya dlzguln
rasional kasr soklinda verilmisdir;

2) m=>n, basqa sozlo rasional funksiya dlzgln
olmayan kasr soklinds verilmisdir.

Duizgiin olmayan rasional kasrin suratini maxracino
bolmoklo onu ¢oxhadli ilo dizgln rasional kasrin comi
soklinda gostormak olar. Belalikls, rasional funksiyalarin
inteqrallanmasi diizgiin rasional kasrlorin inteqrallanmasi
mosalasing gatirlir.

Misal 1. Intqerali hesablayin:

dx
J- a
Helllf adx _ fd(bx+gx+c In|bx + c| + C.
bx+c
Misal 2 Inteqrah hesablaym
3_
E XE);” dx.

Halli. x*-5x+7 coxhadlisini (x-3)-2 bolmakls integra-
lalt1 funksiyan1
x3-5x+7

=x%+3x+4+——
. . x-3 x-3
soklinds gostorok. Onda
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x3 —5x+7 19
f—dx=f<x2+3x+4+ )dx=
X—3 X—3

5 d(x—3)
= x“dx+3 | xdx+4 | dx+ 19 ﬁ=
3 2
==+ 24+ 4x+19Inlx - 3|+ C.
Misal 3. Inteqrali hesablaym'

[ 2+ -(@a#0).
d(x/a) X
Holli. [ = 2+ > = Zf(x/a)2+1 = ;arctg; + C.

Misal 4. Inteqrali hesablayin:

Halli. inteqralalt1 funksiyani
1 1 1(x+a)—(x—a)

xZ—_aZ (X+a)(x—a) 2a (x+a)(x—a)
B IR
_Za(x—a x+a)

soklindoa gOstorok. Onda

]m ZaUX—a Jx+a]=

d(x—a) d(x + a) 1
=== <t a Za[lnlx—al In|x + al] +

“In 222 + ¢

2a x+a

Misal 5. Inteqrali hesablayin:
f xdx
x? + a?’
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2 2
Holli. [ 57 = > [S522 = ZIn|x? + a%| + C.

x2 iaZ x2 iaZ

Misal 6. Inteqrali hesablayin:

f dx
x2+6x-11"

_ dx _ d(x+3) _
Halli: | 2+6x 11 f(x+3)2 20 f(x+3)z_(\/2—0)2 o
1 |x+3)-v20 (x+3)—2V5

= In +C= In +C
220 [(x+3)++/20 4\/§ (x+3) + 25
Misal 7. Inteqrali hesablayin:
j xdx
2x2 - 3x+4°
xdx xdx

Halli. fz 2_3x+4 _fXZ 3 f(X _)2+2__

X — % = t ovoz edak. Onda

(t+ ) tdt
f2x2 3x+4__f _th2+§+
3
3 dt 1 d(t2+g) 3 dt
+§ftz+z=ﬂﬁ+ﬂﬁ=
16 1 2+ (=)
11 (t2+23)+3 4 t i +C=
=—In ———arctg— =
4 8423 V23
L (( 3)2 23)+ 3 retg a4 ¢
=-=In((x—- rc =
4 4 \/— N
Y ( +2) g X3
=—=—Intx ——X arc
4 N
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6-c1 vo 7-ci misallarda totbig edilon gaydalardan istifads

edorok biz homiso
f ax+b

cx?+dx+e (1)
soklinda olan geyri-muoyyan inteqrali hesablaya bilarik.
Ogor cx’+dx+e coxhadlisinin iki mixtalif kokii var-
sa, (1) inteqralin1 inteqralalt1 funksiyani sada kasrlorin co-
mi soklinda gostarmaklo hesablamaq daha slverisli olur.
Misal 8. Inteqrali hesablayin:

] Xx—3 d

X2 _3x—4 %

Halli. x?-3x-4 coxhadlisinin iki muxtalif koki var:
X1=-1 Vo X,=4. Bu halda molumdur ki, inteqralalt1 funksi-

yant
x—3 A B

x2-3x—4 X-%X; X—X,
soklindo gostormok olar. Burada A vo B namalum amsal-
lardir.
Onlan

x-3  Ax—-4)+Bx+1)
x2-3x—4  (x+1)(x—-4)

Vo ya
(A+B)x-4A+B=x-3
eyniliyindan tayin eds bilarik:

{A+B=1 A=
—4A+B=-3)g=

Belalikls, inteqralalti funksiya
x—3 4

e ol

=1

1
= +
x?—-3x—4 5(x+1) 5(x—4)
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soklinda gésterile bilar. Onda
_ dix+1) dlx—‘i}
“rz 3x—4 s“r x+1 +5f x—4

+Eln|x— 4| + C.

ln|x+1|+

15.3. Irrasional Kasrlarin inteqral

[rrasional funksiyalar1 inteqrallamagq iiciin elo avozlo-
mo aparilir ki, homin funksiya rasional funksiyaya cevrilir.

Misal 1. ) xdx

=
Holli. vx+3=t ovoz edok. Buradan x=t>-3 vo
dx=2tdt diisturlar1 alinir. Ona goérs do

xidx 2t(t2 — 32 .
j _=j ( ) dt=2{t4dt—5jt‘dt+

Vx+ 3 t
t? t?
fd::—z E—E—+9t +C——(x+3j
—4(x+3)i+ +18(x +3)i 4 C
Misal 2. [ ==

XX
Halli:§/x = t ovoz edok. Onda
x=t* x=1t2? vs dx = 4t3dt.
Ona goro
dx 4434t t2dt t2—1+1
Yl el 7 = 4 =4 dt =
YV +4/x t+t- 1+t t+1

"

t—1 dt dt
=4 dt +4 =4 | ——=4 | tdt—4 | dt +

r-n|u-|

t+1 t+1 t+1
d(t+1) t2
+4 | ———=4-— —4t+ 4nlt+1|+C=
t+1 2

=2x—4{x+4mn({x+1)+cC
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Misal 3. [Z a=zo

1,.'xz+a
Hoalli. Bu inteqrali hesablamaq li¢iin Eyler ovazlo-
masi aparaqg:

Vxit+a=t—-x
Buradan
a=t*—2tx
boraborliyi alinir. Bu boaraboarliyin har torofini diferen-
siallayaq:
0=2t dt-2x dt -2tdx
Vo ya
t dx=(t-x)dt
Bu barabarlikdan

aliir. Belaliklo,

j— In|t| + C.

\.x +a

Buradan t = ¥ + a + x oldugunu nozars alib
dx

— = ln|~.;xz+ a+x|+C
Vvx?+a
cadval inteqralini aliriq.
. d
Misal 4./ ——, a=0.
Jal—x?

diz/a)
Halli. [ - az_xz = [~ Ny arcsin - It+c.
Asagidaki inteqrala baxaq:
dx
, ax0

:
VaxZ+bx+c
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Bu inteqralin hesablanmasi a-nin isarasindon asili
olaraq 3-cii vo 4-cii misalda baxilan hallardan birino go-
tirilir.

Misal 5./

Holli.

5
J‘ dx _J‘ d (x+§) B
ViZ+5x+6 02 1
| 2) 42
Jx+3) +3

dx
Jxlisxte

-
.

5?1 5
|(x+—) +-+x+=

+C=
2) T4 2

=lIn

— 5
=In \.'x‘+5x+5+x+§‘+£'.

1

15.4. Trigonometrik funksiyalar daxil olan ifadslarin
inteqrallanmasi
1. Universal avazloma. Tutaq ki,

J R (sinx, cos X, tgx, ctgx, secx, cosecx) dx (1)

soklinds inteqralin hesablanmasi talob olunur. tg X, ctg X,
Sec X Vo cosec x funksiyalart hesab omallori vasitasilo sinx
Va C0S X ila ifada olundugundan

sinx COSX 1 1
tgx = , Ctgx = ——, seCX = ——, COSEeCX = —
COosX sinx COosSX sinx
(1)inteqralt homiso
f R(sin x, cos x)dx (2)

soklinds inteqrala cevrilir. Buna gors do ancaq (2) inteqra-
linin hesablanmasi ilo mosgul olaq. (2) inteqralinda
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tgo =t (3)
avazlomasiniaparag:
2dt
1+ t%

X
] 2sin X cos 2tg> 2t
X=4SIN-COS - =—7—— == ———,
St 2772 1+egrl 140

,X . ,x 1-t?
COSX = €O0S* = —sin“ - = ——.
2 1+4t?
Onda hamin integral t doyisonindon asili funksiyanin

inteqralina ¢evrilir:

fR(sinx, cosx)dx =
_jR 2t 1-—t%\ 2dt
B 1+t2'1+t2)1+¢2
=fR(t)dt.

Rasional funksiyanin inteqrali iso hesablana bilir.

Demoli, (2) soklinda hor bir integral (3) avozlomasi
vasitosilo rasional funksiyanin inteqralina gotirilir. Buna
gora do (3) avazlomasina “universal trigonometrik avaz-
lamo” deyilir. Universal trigonometrik ovozlomo boazon
¢ox murakkab rasional funksiyanin inteqralina gotirir. Be-
lo hallarda diger avozlomolordon istifado etmok daha fay-
dali olur.

dx

Misal 1. J; = fsinzxinteqrallnl hesablamaqg ugcln (3)
avazlomasindanistifads edok. Onda

X = 2arctgt, dx =
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_J 1+t%\* 2dt
Ji= 2t 1+t2

—1j1+t2dt—1 dt+1jdt— 1
2 t2 2)t 2 2
1 1 1 x

Liliice-
t 2 2 g

—tg-+C.
§+2 g2+

2.f sin™xcos™xdxsoklinds integrallar.

Burada m va n rasional adadlor oldugda t=sinx vo ya
t=cosx ovozlomasi vasitosilo verilmis inteqral binomal
diferensialin inteqralina gotirilir. Dogrudan da, t=cosx
avazlomoasini goétirsok, onda

1 1
sinx = (1 — cos?x)z = (1 — t?)z, dt = — sinxdx
1

dx = —(1 — t?)zdt
olur va verilmis inteqral

m-—1
f sin™xcos"xdx = — f t"(1—-t¥)z dt

soklina gatirilir ki, bu da binomal diferensialin inteqralidir.
m vo n tam odadlor oldugda verilmis inteqral ya bilavasito
hesablanan inteqral, ya da rasional funksiyanin inteqralina
gatirilir.

a) Tutaq ki, m=2k+1 (m istonilon tam ododddir).
Onda verilmis inteqral t= cos X ovozlomosi vasitasilo ra-
sional funksiyanin inteqralina gatirilir:

[ sin?(*1x . cos"xdx = — [ sinZ*x-
cos"xd(cosx) = — [(1 — cos?x)¥cos"xd(cos x) =

= [(1 - t?)kt"dt.
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b) n=2k+1 (n istonilon tam adaddir) oldugda t=sin x
ovozlomosi vasitosilo verilmis inteqral rasional funksi-
yanin inteqralina gatirilir.

c) m vo n odadlorinin hor ikisi m =2k >0 vo

n = 2N > 0 kimi musbat cut adadlor oldugda

1.1 2 2 —1+1 2 4
sin’x = > 2cosx cosx-2 2cosx (4)

diisturlar vasitasilo verilmis inteqral

f sin?*xcos?Nxdx

11 k1 1 5 N q

j(z 5 €0S X) (2++2cos x) X
kimi yazilir. Inteqral altindaki ikihadlilori géstorilon dora-
codan quvvata yiiksaltdikdan sonra cos 2x-in quvvatlorinag
nozoron ¢oxhodli alinir. Tokdoracali hodlor b) halinda
gostarilon gayda ilo hesablanir. Cltdaracali hadlarin integ-
ralini iso (4) diisturlarini yenidon totbiq etmoklos kigik do-
rocoli quvvatlorin inteqralina gotirirlor. Bu proses
[ cos kxdx inteqralina golib gixana qador davam etdirilir.
d) m vo n odadlorinin he¢ olmasa biri monfi cut oadod
oldugda t= tg x vo yaxud t= ctg X avazlomasi vasitasilo
verilmis inteqral ya bilavasito hesablanan integrala, ya da
rasional funksiyanin inteqralina gatirilir.

Misal 2.J, = [ cos*xdxinteqralin1 hesablamag tgln
(4) dusturlarinin ikincisindan istifado edok :

—lf(l+c052x)2dx—lfdx+lf(:052xdx+

—fcosZZde——x+ sin 2x + - f1+COS4X

dx = ~x +
4
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lsin2x+lx+isin4x+ C= Ex+lsin2x+
4 8 32 8 4
—sin4x + C.

32

3. Trigonometrik funksiyalarin hasili daxil olan
fsinaxsin[}xdx,j sin a x cos Bxdx,j cos a xcos 3 x dx
inteqrallar1

sin ax - sin x = [cos((x B)x — cos(a + B) x|,

2
sinax - cos Bx = %[sin(a + B) x + sin(a — B) x],
1

COS 0X * €OS Bx = > [cos(a + B) x + cos(a — B) x].

disturlarini totbiqg etdikds bilavasito hesablanir.

4. Trigonometrik funksiyalar daxil olan
f e™ cos Bxdx vaf e™ sin Bxdx.
inteqrallarini hesablamagq ticiin
(e™ cos Bx)” = e™(a cos Bx — B sin Bx),

(e sin Bx)” = e™(asin Bx + B cos Bx).
barabarliklorindan inteqralalti funksiyalar1 tapaq:

a _ B
e™cos Bx = o (e™-cosBx) +—5— o (e™-
- sin Bx),
e™sin Bx = e -
B az _I_ BZ (
- sin Bx)” — e™ cosx).
B~ g ¢ )

239



Bu barabarliklori inteqrallasaq, alariq:

a cos Bx + B sin Bx)e™
fe“xcos Bxdx = ( Baz fBZ Bx) +C,
asin Bx — BcosPx)e™
f e™sin Bxdx = ( Baz fﬁz Bx) + C.

5. Hissa-hisso integrallama Usulu tatbiq etmaklo
J x" cos axdx, j x" sin axdx, j x"e**dx,

J x"arcsinxdx, j x"arccosxdx, f x" arctgxdx,

j x"arcctgxdx.

inteqrallarin1 hesablamaq olar.
Misal 3.]J, = [ x%arctgxdx inteqralini hissa-hisso
inteqrallama Gsulu ilo hesablayaq:

= arct dv = x2dx, du = —> _x
u = arctgx, vExidxdu=_——yg, V=
Onda
3
Jz——arctgx—— [= =X—arctgx—

1+X

1

= t 12+11 1+x3)+C
—3arch 6X 6n X
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XVI FOSIL. MUOYYON INTEQRALIN TORIFIL
MUDYYON INTEQRALIN 9SAS XASSOLORI.
ORTA QiYMOT TEOREMI

16.1.1.inteqral comi

Tutaq ki, f(x) [a,b] parcasinda toyin edilmis kasilmaz
vo manfi giymatlor almayan funksiyadir. Absis oxu, X=a
Vo x=b duz xatlorinin pargalari va f(x) funksiyasinin grafi-
Ki ilo hiidudlanmig aABb miistovi fiquru (sokil 1) ayirxatli
trapesiya adlanir. Bu ayrixatli trapesiyanin sahasini tapag.
Bunun Gc¢ln [a,b] pargasini hor hansi gayda ilo n hissaya
bolok va bolgu noqtelorini =g, =, ..., %-1,%;, ..., %, ilo igaro
edok:

Aa=Xp<Xy <. < 4<X <. <X, =hb

y

|
|
1 11 1
5"'1"_’ x‘..ozn-‘ x

R ===

|

|

|

1
Iy=a

Sakil 1.
f(x) funksiyasinin [x_;,%] pargasindaki on Kigik vo oan
boyuk giymotlorini uygun olaraq m; ve M; ilo isaro edok.
Belaliklo, aABb oyrixotli trapesiyast n sayda oyrixatli
trapesiyaya boliinmiis olur. Aydindir ki, i-ci trapesiyanin
sahasi m;Ax;(Ax; = x; —x;_4) hasilindon Kicik deyil, M;Ax;
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hasilindan iso bOylk deyil. Buna goro do aABb oayrixatli
trapesiyasinin sahasi

n
Sp = My A%y +moAx,+.. tmpdx, = Z m;Ax;
i=1
comindam Kicik deyil,

S"_ = Miﬁxi + Mzﬁxz+....+ Mnﬁxn = Z Miﬁxi
i=1
comindan isa boyiik deyil. Basqa s6zla
Lo Sn S SaABb = Sn
Bu borabarsizlikdokiS, vo S, uygun olarag aABb
oyrixatli trapesiyasina daxil olan vo onu daxilina alan pil-
lovari mistovi fiqurlarin saholoridir. Az, x;, .., Ax, Komiy-
yatlorinin an boylyl na goadar kicik olsa, basqa s6zlo, biz
[a,b] pargasini na gadar Kigik hissalara bolsak, s, va S, ke-
miyyatlari do bir o gqadar bir-birina yaxin olar.
Toarif. Ogor
lim s,= Ilim S,
max Axy—+0 maxixy—+0

sorti 6danarss, onda
S= lim S,
max Axj—+0
komiyyoti ayrixatli aABb trapesiyasinin sahasi adlanir.
Ogor hor bir [x-1,x] par¢asinda hor hansi bir
c; € [x_1, %] nOQtasi gotirsok, onda
m; = f(ci} = Mi-' i= 1_.2 vy I

borabarsizliklori dogrunolacaq. Bu borabarsizliklardan
s, = » flg)ix; =S, (1)
2

borabarsizliyi alinir.
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n
Z fc;)Ax;
i=1

comi f(x) funksiyasinin [a,b] parcasinda inteqral comi ad-
lanir. (1) barabarsizliyindo maxAzx; — 0 —da limito kegsak
lim f(c;)AX; = Saagp (2)

2

max Axy—+0

barabarliyini alirag.

16.1.2.Muayyan inteqralin tarifi. MUayyon inteqrallarin
varhiq masalasi

Tutag ki, f(x) funksiyas: [a,b] pargasinda tayin
edilmisdir. Tasovvir edok ki, biz [a,b] pargasini avval bir
gayda ilo, sonra ikinci bir gayda ils, daha sonra ti¢uncu bir
gayda ilo va sair k-c1 qayda ilo hissalora bolmokls bu isi
sonsuz olarag davam etdiririk. [a,b] par¢asini k-c1 qayda
ilo boldiikds alinan [xq,X1], [X1,X2],..-,[%¥a-1,Xn] par¢alarinin
on bdyiiyiiniin uzunlugu Ay ilo isaro edok. Ogor, ™ 2, = 0
olarsa, onda [a,b] pargasinin belo bollinma ardicillig asas
bolinma ardicilligr adlanir.

Torif. 9gar [a,b] parcasimin har bir asas bolinma
ardicilhig ticiin f(x) funkﬁiyasmln

; fic;)Ax;

inteqral comlori ardicilhgr cinoqgtalarinin secilma gay-
dasindan asih olmayaraq eyni bir I adadina yigilirsa,
onda f(x) funksiyas1 [a,b] parcasinda inteqrallanan
funksiya, |1 adadi isa bu funksiyanin hamin parcada
mUayyan inteqral adlanir.
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f(x) funksiyasinin [a,IE:)] par¢asinda miioyyon inteqralt

j fx)dx
Kimi isara edilir. a va b adadlari miayyan inteqralin uygun
olaraq asag1 vo yuxari corhodlori adlanir. Belaliklo, torifo
goro
b n
j flx)dx = j!]iﬁhzif(ci}ﬂxi.

Bu dusturu bundan avvalki paraqrafdaki (2) diisturu
ilo miigayiso etsok, gorarik ki, manfi giymatlor almayan
f(X) funksiyasinin miiayyan inteqrali aABb ayrixatli trape-
siyasinin sahasina barabardir (miayyon inteqralin handasi
Maonast).

Mioayyan integral inteqrallama doyisoninin hansi
horflo isaro edilmasindan asili deyil I\/Iisal dguin

j () dx = j £(t)dt = j f(v)dr.

Isbat etmok olar ki, agor f(x) funk31ya51 [a,b] parca-
sinda mohduddursa va bu pargada onun sonlu sayda ko-

silma noqtalori varsa, onda
b

j (x)dx

a

inteqral1 var.

16.2.1.Kasilmayan vo monoton funksiyalarin
inteqrallanan olmasi

f(x) funksiyasinin [a,b] pargasinda inteqrallanan ol-
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mas1 {iglin onun homin par¢cada mohdud olmas1 zaruri
sartdir. Elo mahdud funksiyalar var ki, onlar integrallanan
deyil. Buna misal olaraq [0,1] pargasinda toyin edilmis
Dirixle funksiyasin1 gostormok olar. Bu funksiya asagi-
daki kimi tayin edilir:

f(x)= 1, x rasional adad olduqda

(X)_{O, x irrasional adad olduqda

[0,1] parcasinin hor hansi lzlir asas bollinma ardicilligr {igiin

; flc;)Ax;

inteqral comlori ardicilligimi diizaldok. ¢4,Cs,...n0qtalari
olarag avvalca rasional noqtalor Ig('thrs:;k

l:m f{c JAx; = l:m Zﬂx = l:ml 1
Ap—0

olar. Ogor cl,cz, . noqtalari olaraq ikinci dofa irrasional
noqtalor goturs;vk

l:m Zf{c JAx; = l:m ZU Ax; = l:mﬂ 0

alirg. Demeh, Dlrlxle funk51ya51mn inteqral comlarinin
limiti ¢4,Cy,... noqtalorinin segilms qaydasindan asilidir. Bu
iISo 0 demokdir ki, Dirixle funksiyasi [0,1] pargasinda
integrallanan deyil.

16.2.2.MUayyan inteqralin asas xassalari
1. Istanilon sabit a ododi tigiin
b

judx= alb—a)

a
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dogrudur.
Isbatl flx) =a, x€ [a bl funk31yas1n1n integral comi

Zﬂ:c,}ﬁx, Zaﬁxi = aZﬁxi =a(b—a)

i=1 i=1 i=1
oldugu liclin

judx = l:me(c JAx; = l:m (b —a) = a(b—a).
2. Ogor f(X) funksiyast [a,b] parcasinda
integrallanan, « isa har hansi sabir adoddirsa

ff(x) cadx = af f(x)dx

dogrudur, basqa sozlo sabit vurugu inteqral isarasi garsisi-
na ¢ixarmagq olar.
Isbati:a f(x) funlﬁsiyasmln [a,b] pnargasmda inteqral comi

Z af(c; )Ax; = a ; f(c, )Ax;

i=1

olduguna gére .

l:m Zuf(c,}ﬁx, = l:m Z flc; )Ax; = uj flx)dx.
i=1
3. f(x) va g(x) funks1ya1ar1 [a,b] parc;asmda inteqral-
lanandirsa, onlarin comi do homin pargada inteqrallanandir

vo bu zaman
b

j [£x) + g(x)]dx = f F)dx + f g(x)dx

dogrudur.
Isbat1 :MUoayyan inteqralin tarifina gora
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b

| 1660 + goax = Jim > (e + g(eo)lax,
a i=1

Hor iki funksiya [a,b] par¢asinda interallanan oldugu
ticlin buradan aliriq:

j[f(x} +g(x)] dx = l:m Z fc;)Ax; + l:m Zg(c JAx; =

a i=1
b b

_ j £(x)dx + j g(x)dx

4. Ogor f(x) vo g(x) funksiyalar1 [a,b] par¢asinda
inteqrallanandirsa vo hor bir x € [a,b] Ugun
f(x) = glx) (1)

borabarsizliyi dogru(gursa, ondab

[ teoax < [ gGax
barabarsizliyi 6donilir.
Isbati : (1) berabarsizliyindan

Z fic; )Ax; = Zg(c )Ax;

i=1
borabarsizliyi ahmr. Burada %; — 0-da limito kegsok
b b

j F(x)dx = j a(x)dx

borabarsizliyini alariq.
5. Ogor f(x) [ab] parcasinda inteqrallanan
funksiyadirsa vo hor bir x € [a,b] i¢in m = f(x) = M (M vo

M sabit odadlordir) ikiqgat barabarsizliyi dogrudursa, onda
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b
m(b—a) = j f(x)dx = M(b —a)

barabarsizliyi 6danilir.

Isbati : Bu xasso bilavasito 1-Ci vo 4-cii xassolordon
alinir.

6. Ogor f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda inteqralla-
nandirsa vo a < ¢ < b olarsa, onda [a,c] va [c,b] parcalarin-
da da inteqrallanandir vo torsina. Bu zaman asagidaki

barabarlik dbogrudur: )

jf(x}dx _ j £(x)dx + j f)dx, c€ (a,b).

a

Bu xassaonin isbat1 aydindir.
Qeyd. a=b oldugda [ f(x)dx asagidaki kimi

C

toyin edilir.
a b a
jf(x)dx = 0,jf(x)dx = —ff(x)dx.
a a b

16.2.3.0rta giymat haqqinda teorem

Teorem. f(x) funksiyasi[a,b] parcasinda kasilmozdir-
S9, bu parcaya daifil olan ela ¢ noqtasi var ki,

[ fwax =10 -2 )
barabarliyi dogru olar.
Isbati: a=b olduqgda (1)-in dogrulugu aydindir. Tutaq
ki, a < b.f(X) funksiyasinin [a,b] par¢asinda oan Kigik ba an
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boylk giymatlorini uygun olarag m vo M ils isaro edok.
Onda m = f(x) = M borabarsizliyindon
b

m(b—a) = j fx)dx = M(b — a).
barabarsizliyi alinir. Bu barabarsizliyin har torafini (b-a)-
ya bolok:

b
1
mii—j flx)dx = M.
b—a
a

f(xX) funksiyas1 [a,b] pargasinda kasilmoz oldugu
tcln bu parcaya daxil olan elebbir ¢ noqtasi var ki,

£(c) = %}f £(x)dx.

Vo ya
y b

j f(x)dx = £(O) (b — a).

a

borabarliyi dogru olur.
indi forz edok ki, a=b. Onda [’ f(x)dx =

— [} f()dx = —f(c)(a—b) = f(a)(b — a)
16.3.1. Yuxar sarhaddi dayison olan inteqrallar.
Yuxari sarhaddi dayison muayyan inteqral
Tutaq ki, f(x) funksiyas1 [a,b] parcasinda kasilmozdir.

16.2.2.-do deyildiyi kimi bu funksiya har bir [a,x] (x € [a,b])
parcasinda inteqrallanandir. Asagidak: funksiyaya baxaq:
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F(x) = j fOdt,  x € [a bl

Bu funksiya yuxar1 sarhadi dayisan muayyan in-
tegral adlanir.

Teorem .f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda kasilmoz-
dirsa, F(x) funksiyasi homin pargada diferensiallanandir
Vo

Fi(x)=f(x)
barabarliyi dogrudur.

Isbati:Tutaq ki, X, [a,b] parcasina daxil olan har
hansi geyd olunmus bir noqtadir. 16.2.2.-do verilon 6-c1
Xassays gora

F(x) — F(xq) = f f(t)dt — f f(t)dt = f f(t)dt

Araliq qiymot haqqlnda teoreme goro buradan
F(x) — Flxg) = fc)(x — x4)

boraborliyi alimir
(c € [xg, %), x5 < x 0ldugda, ¢ € [x,%;],% < %y oldugda).
F(x) funksiyast Xgnoqtesinds kasilmaz oldugu ii¢iin
buradan alirq:

F'(xo) = lim

Aydindir ki, F(x) funksiyasi Xp,=a ndqtoesindo sag,

Xo=b ndqtasinda isa sol téromays malik olacaq:

F'(a) = lim F-F@ _ f(a),
X—a

x—+a+l
. F(x) — F(b)
F (h} _xL]:—ﬂ x—bhb

M = limf(c) = lim fi(c) = f(xg)
X —Xp XK C—X]

= f(b).
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16.3.2.Nyuton-Leybnis disturu

Teorem. f(x) funksiyasi [a,b] par¢asinda kasilmoz,
F(x) funksiyasi isa fSX)-in ibtidai funksiyasidirsa

j £(x)dx = F(b) — F(a) ey,

diisturu dogrudur.
Isbati :Yuxar1 sorhadi doyison mioayyoan inteqral
haqqinda teorems goro

®(x) = j £(D)dt

funksiyasi1 f(x)-in ibtidai funksiyasidir. Digar torafdon F(x)
funksiyas1 da f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasi oldu-
gundan @(x) va F(X)funksiyalar1 bir-birindon ancaq sabit
C toplanani ilo farglonos bilor: @{x) = F(x) + C.

Bu disturdan
@(a) =F(a)+C,®(b)=F(b) +C

barabarliklori alinir.

b
®(a) = 0,®(b) = jf(x}dx.
oldugu iigiin C=-F(a2 Vo
j £(x)dx = F(b) — F(a).

a

(1) disturu Nyuton-Leybnis disturu adlanir.
Sadolik xatirine bozon F(b)-F(a) ovozine F(x)|g
yazirlar. Onda (1) dlsturu
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b
j f(x)dx = F(x) |‘;

soklini alir.

-1

Misal 1.

1
f xdx
0

Holli. Nyutorl-Leybnis dusturuna goéra

jdx—lei—iz 0% 1
ux 2072z 272
Misal 2.
3
J‘xgdx
1]
Halli. \
x* 3* 0* 81
jxsdx=_ 3_3 0 8
J 4 0 4 4 4
Misal 3.

f{xz —2x—1)dx

Halli. Nyuton-Leybnis dlsturuna gore

2
3 3
j{xz—ZX—i}dx=(xE—xz—x) |_21=(2?—22—2)—

(- - (-p)=-3

3
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16.4.MUayyan inteqrallarin hesablanma iisullari.

Muayyan inteqralin hissa-hissa inteqrallanmasi
Tutag ki, u(x) va v(x) [a,b] parcasinda kasilmaz
diferensiallanan (kasilmoz tdromosi olan) funksiyalardir.
Onda
(uv) = u'v + uv’

Dusturundan
4] ]

b
j(uv}’dx = j uvdx + j uv’'dx
a a a

alinir.
b
j(uv}’dx =uv |g
a

oldugunu nazars alsaq, buradan
b

f uv'dx = uv |h — jvdu
a 2 a
diisturunu alariq. Bu diistur miioyyon inteqralda hissa-
hissa inteqrallama dusturu adlanir.
Misal 1.

™

jxsinxdx.
]

Halli. Bu inteqrali hisso-hisss inteqgrallama dusturu-
nun kOmoayi ilo hesablayag. Bunun {cin u=x va
dv=sinxdx=d(-cosx) goturok. Onda du=dx vo v=-CcOSX
olar. Oﬂna gora do

T

j xsinxdx = x(— cosx) |g — j (—cosx)dx = —mcosm—
0

)
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—0(—cos0) + sinx f';= m+ (sinm — s5in0) = o
Misal 2.

jxlnxdx
i
inteqralinin qiymatini hesablayag.
Halli. u=Inx va dv:xdx:d(x;:] g6tirib hisso-hissa

inteqraEIIama dUstuLunu totbig edok:

=3
Inxdx = | 1 :-11"{z —le e del =
Xinx = nx E —E nx 1— E nx =
1 1

i
2z 8.2 Z
=x—lnx |E—J X—-de=x—lnx |E.—11!:2 |E=
2 1 J 2 x 2 1 47 1
i
=3 (e2+1)
Muayyan inteqralda dayisanin avaz edilmasi
Mioayyoan inteqralda doyisonin avaz olunmasi qayda-
st agagidaki teoremao osaslanir.
Teorem. Tutaq ki,
1)a = x = b parcasinda f(x) funksiyasi toyin olunmus
kosilmoz funksiyadir;
2) x=(t) funksiyasia =t =B parcasinda kosilmaz
diferensiallanandir vo
3) [, 8] parcasinda o(c) =2 ¢(B) =b, o(x) < (1) < ¢(6)
munasibatlori bdenlilirS:;, ondaIi asagidaki diistur dogrudur:

[ tax= [ (o) ®at 6

Bu, miayyon inteqralda doyisonin ovoz edilmasi
diisturu adlanur.
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Isbati: Tutaq ki, F(x) funksiyas1 f(x)-in ibtidai funk-
siyasidir. Onda F(e(t)) mirokkab funksiyast (@(t)¢ (1)
funksiyasinin ibtidai funksiyas1 olur. Dogrudan da

S F (o) = F(@()e'® = 1(0®)¢®)

Nyuton-Lee/bnis dusturuna goéra

j £(x)dx = F(b) — F(a). (2)

a

I
| to®)e ®at=F(o®) - Flo). (3

o

Teoremin sortino goro @(B) =bva¢(a)=a. Demali,

(2) va (3) diisturlarinin sag toroflori barabardir.

Ona gora do
b B

j f(x)dx — j £ (0) @ (Ddt.

a o

(1) dasturu muoayyan integralda dayisanin avoz edilmasi

dusturu adlanir. Onu
b

B
j f(x)dx = j f(@(D)de(t)
soklinds do yazmag olar.

Misal 1.

T

j xsinxZdx
D

Halli. x?=t ovozlomosi aparagq. Onda x =+t vo

dx = t-?dt' Yeni inteqralin sorhodlori t=x* diisturunun ké-

-
=
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mayi ilo tapilir: bu diisturda x=0 gétirib, t=0 vox =+
gOtUrUQ, t =m aliriq. Onda

T ™ ™
. - . 1 17
xsinx?dx = | 4/tsint-——=dt == | sintdt=
a 2 24/t 2

1 1
= —Ecnst |g == —E{cnsn— cos0) = 1.

Misal 2. .

j dx

) e +1°
Halli. e* = tilo ovoz edok. Onda. Yeni inteqgrallama

sarhadlorini tapaq: oldugda t=1 vo x=1 oldugda t=e olur.
Onda

1 e e e
J‘ dx _J‘ 1 dt_“1 1 ]dt_J‘dt
e+1 Jt(1+t)  Jlt w+1l ¢
o 1 1 1
a
d__, ‘ t “E—1+l 2
t+1 el 17T et 1

i
Tak va ciit funksiyanin simmetrik parca iizra
inteqral

y A
T
/ 2
______ —4‘7—;—
0 X & >
Sakil 1.
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Tutaq ki, f(x) funksiyas1 simmetrik [- a, a] par¢asinda
toyin olunmus ciit funksiyadir, yani x-in [- a, a] parcasinda-
ki biitiin giymatlarinda

f(—x) = f(x)
barabarliyi 6donilir. Homin funksiyanin [- a, a] pargasi {izro
gotiirtilmiis inteqralini .
[ tax= [ 1Goax+ [ rax
—a —a ]
kimi yazaq. Sag torofdoki birinci inteqralda x=-t avozlo-
masini aparsag

o a o
_jﬂ Z(x}dx = —;!f(—t}dt-:! f(x)dx = _ j f(D)dt +

+uj f(x)dx = uj f(t)dt + ! f(x)dx = ZJ f(x)dx

Vo ya

j £(x)dx = zj £(x)dx @
—a i}
minasibatini alariq. Demali, ciit funksiyanin simmetrik
parca Uzro inteqrali, homin funksiyanin parganin yarisi iiz-
ra inteqralinin iki mislino boarabordir.
Indi forz edok ki, [—a a] parcasinda f(x) tok funk-
siyadir.
Onda

a o

]
j () dx = _jﬂ () dx + uj f()dx = —j £(—t)dt +

—a a

257



a ] a a
+j f(x)dx = j £(0)dt + uj () dx = — uj f()dt +

a

+j £(x)dx = 0
D
Vo ya .
ff(x}dx —0 (s)

Misal 4. . i
j cosxdx =2 j cosxdx = 2[sinx]] = 0.
- o

Misal 5. i

sz“+1dx= 0 (n=0,1,..).

Mlsal 6.

T T

j(l—smx}zdx—— jdx 2 jsmxdx+ jsm xdx=

| -
I T
1—cos2x
=2n+2 | sin’xdx=2mn+ 2 de:
0 0

m
sianln
=2ni+m— | cos2xdx=3m— 2 0=31T.
i]
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XVII FOSIL.QEYRI-MOXSUSI INTEQRALLAR
17.1.1.MUayyan inteqralin iimumilosmasi

Verilmis  f(x) funksiyasinin [a,b] parcasinda
muoayyan inteqrali tayin edilorkan [a, b] par¢asinin sonlu va
f(x) funksiyasinin mohdud olmas: talob  olunur,
Inteqrallama parcas1 geyri-mohdud oldugda onu sonlu
sayda [z, x.+11 Kimi sonlu hissalara bolorak

n—1

(1) = ) £z, (1)
k=0

integral comini duzoaltmak miimkiin deyildir. Ogar sonsuz
pargani sonlu sayda hissoya bolsok, onda bu hissalorin heg
olmasa birinin uzunlugu sonsuz olar. Bu halda (1) comi
sonsuzluga cevrilor va buna goro do hamin comin limiti
sonlu ola bilmoaz. [a b] pargast sonlu olub, f(X) funksiyasi
hamin parcada geyri-mahdud oldugda da dizaldilon (1)
integral comi geyri-mohdud olar. Bu halda da, (1) integral
cominin limiti sonlu ola bilmaz. Basqa sozlo, f(X)
funksiyasinin sonlu [a, b] par¢asinda miioyyan inteqralinin
varligi tiglin hamin par¢ada mahdud olmasi zaruri sartdir.

Bununla bels, bir ¢cox mosalalordo miiayyan integra-
lin sonsuz oblastlar vo geyri-mohdud funksiyalar dgin
umumilogmasi talob olunur. Belo tmumilogsma iso bir ¢ox
hallarda mimkandur.

Mioyyan inteqralin sonsuz oblastlar vo geyri-moh-
dud funksiyalar G¢in Umumilogsmasi olan inteqrallara
geyri-maxsusi integrallar deyilir. Qeyri-maxsusi integ-

259



rallar iki név olur: sonsuz sarhadli itegrallar va geyri-moh-
dud funksiyalarin inteqrali.

17.1.2. Sonsuz sarhadli geyri-maxsusi integrallar
Tutaq ki, y=f(x) funksiyasi [a, +co) oblastinda tayin
olunmus vo istonilon sonlu [ N](N =>a) par¢asinda
inteqrallanan funksiyadir. Onga istonilon N Gc¢in

JON) = j £ (x)dx (1)

inteqrali sonludur vo N — +eo sortinde onun limitindon
danigmagq olar.
Tarif. Ogor sonlu

L]

Jim_ f(x)dx (2)

limiti varsa, onda hamin limito f(x) funksiyasinin [a, +eo)
oblastinda geyri-moxsusi inteqral1 deyilir vo
too ]

j £(x)dx = NLEIJ £(x)dx (3)

a

kimi isara olunur. Bu halda, yani (2) limiti sonlu oldugda
f(X) funksiyasina [a +o) oblastinda geyri-maxsusi mao-

nada inteqrallanan (va ya integrallana bilan) funksiya
deyilir.
(2) limiti varsa, onda
+om

j () dx

a
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geyri-moaxsusi inteqral yigilan, oks halda, yani (2) limiti
olmadigda isa homin qeyri-maxsusi inteqral dagilan
adlanir.

Misal.

+oo

ji—f(a}ﬂ}

geyri-moxsusi inteqrali A=>1 oldugda yigilan, A=1
oldugda isa dagilandir. Dogrudan da, A = 1 olduqda

+ 00 N
dx Ndx _ x AL
N-o+o0
n

— = lim — =
XA No+oo ) X 141

_ 1 ( 1 1 )
T Nt 1 — 1 \NA-1 ga1

Vo ya
+ 0o
] dx 1 1

x*  A—1 at?

a

olar. & = 1olduqda isa geyri-moxsusi inteqralin dagilan ol-

mas1 asagidaki munasibatlordon aydindir:

A =1oldugda

4]

lim | — = [InN —Ina] = +oo,

lim
MN—+oc = MN—+oo
a

A < 1olduqda
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y = f(x) = 0(a = x < +w)oldugda

j £(x) dx

a

geyri-moxsusi inteqralini hondasi olaraq sonsuz uzun
ayrixatli trapesiyanin [{x,y)la =x < oo, 0 =y = f(x) sahosi
hesab etmok olar. (Sakil 1.)

7

Sakil 1.

Dogrudan da, a ABN ayrixatli trapesiyasinin sahasi
Iy |
SN) = j £(x)dx @

olar. N — +w sortindo (4) inteqralinin limiti olsa, onda
homin limiti sonsuz uzun ayrixatli trapesiyanin sahosi
hesab etmok olar ki, bu da geyri-maxsusi
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+oo |
[ fooax= yim_[ tax

N—+too
a a
inteqrali ilo ifado olunur. N = +ee sortindo (4) ifadosinin li-
Mitinin olmamas1 hamin sonsuz uzun oayrixatli trapesiya-
nin sahasinin sonsuz oldugunu, yoni sonlu sahosnin olma-
digim gostarir. Bu halda

+oo

| fe0ax
geyri-moxsusi inteqrahadagllandlr.
Qeyd edak ki, .
f £(x) dx (5)
Vo istonilon b = a Ugln im
j f(x) dx (6)

a
geyri-moxsusi inteqrallart eyni zamanda yigilan vo ya da-

gilan olar. Dogrudan da,
N N

b
j () dx = j £(x) dx +J £(x) dx.

a

V9
b

j £(x) dx

a

inteqrali sonlu adad oldugundan (5) va (6) geyri-maxsusi
inteqrallar1 eyni zamanda yi1g1lan va ya dagilan olar.
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a oo

J‘ f(x)dx va J‘ fix) dx

—oa — o0

geyri-moxsusi inteqrallari da eyni qayda ils tayin olunur:

a

j fix) dx = Nl_i}r_nmj f(x) dx, (7)
N

— o

+oo

b
j £(x) dx = i £(x) dx +J fx)dx.  (8)

— oo

+oo

Axirinci
+oo
j £(x) dx
geyri-moxsusi inteqralini
oo b Nz
j £(x) dx = lim ff(x}ax+ lim j £ (x)dx =
Nl—h:u: Nz—:n:u:b
- _Nl

Nz
= n}:—lﬂ.c j fix) dx
MNy—oo —Nj

kimi do toyin etmok olar.
Verilmis f(x) funksiyasinin (5), (7) vo (8) geyri-
moxsusi inteqrallari ilo barabar onun mutloag giymatinin
+oo a +oo

[ reiax [itlax, [ isGolas

geyri-maxsusi inteqrallarina da baxmagq olar.
(5) inteqral1 vo
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+oo
[ ieiax
geyri-moxsusi inteqrallar1 eyni zamanda yigilandirsa, onda
+oo

j £(x) dx

inteqralina mutlaq yigilan geyri-maxsusi integral deyi-
lir. Bu halda deyirlor ki, f(x) funksiyasi [a, +c2) oblastinda

mdtlaq integrallanandir.
(5) inteqral1 y1gilan,
+oo

| 1561 ax
inteqral1 dagilan olarsa, onda
Foo

j £(x) dx

a

inteqralina sarti yigilan geyri-maxsusi inteqral deyilir.
a oo

j f(x) dx wva j flx) dx

inteqralinin da miitloq vo sorti yigilmasindan danigmaq
olar.

17.2.1. Sonsuz sarhadli geyri-maxsusi inteqrallarin
xassalari

Burada

oo

j £(x) dx

a
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geyri-maxsusi inteqralinin bir sira xassalorindon danisilir.
Homin xassalor

a oo
jf(x} dx va j flx) dx
inteqrallar {igiin do uygun sokilds dogrudur.
Xassa 1.[a, +eo) oblastinda kasilmayan f(x) funksiya-

siin ibtidai funksiyas1 F(X) olarsa, onda
77 fdx = F(x)[;* = F(+0) — F(a) (1)

barabarliyi (Nyuton-Leybnis diisturu) dogrudur. Burada
lim F(x) = F(+) (2)

gobul olunur va (1) borabarliyi asagidak: kimi basa diisii-
[Ur: barabarliyin har iki torafinin eyni zamanda ya monasi
var (sonludur) va bu halda barabarlik dogrudur, ya da har
Iki torafin moanasi1 yoxdur.

. Dogrudan da, tﬁrifa goro
j () dx = NILTJ f(x) dx = Jim [F(N) — F()] =

= Nl_i}:}le(N} — F(a) = F(+w=) — F(a)
olar. F{+e2) ifadasi sonlu adad olarsa,

+oo

[ fo0 ax
integrali yigilan olar vo onu (1) dusturu ilo hesablamaq
mimkdanddr. (2) limiti yoxdursa (vo ya sonsuzluga bora-
bardirss),

+oo

j £(x) dx

a
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integrali dagilandir.

Xassa 2.
+o= +oa
J‘ f(x}dxvaj @(x)dx

inteqrallar1 yigilandirsa, onda istonilon hoqiqi y va p odad-
lori Gglin

+oo

j (A £(x) + e (¥)] dx

inteqral1 da yigilandir.
Dogrudan da, torifo goro

j [ £G) + e (x)] dx = lim j A £(x) + pop ()] dx =
=2 Nl—i:vTacJ‘ flx)dx+pn Nl—i:vTa:J‘ @x)dx =

=lj fix) dx+ |.1J‘ p(x)dx

A a

Asagidaki xassalori do eyni gayda ilo ishat etmok olar.
Xassa 3. U=f(x)vaV=eg(x) funksiyalarinin [a,+co)

oblastinda kasilmoz téromalari varsa va
+oo +o2

j Udv,uv |+:°, j vdu

a a

ifadoalarinin har hansi ikisi sonludursa, onda
+oo toa

j udv = UV |+;° - j vdu. (3)

a
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Dusturu dogrudur.

Xassa 4. Tutagki, f(x) funksiyasi [a,+o0) oblastinda
kosilmayandir, x= funksiyasimnin iss [a,B), a<pf<+oo
yarim intervalinda kasilmoz téromasi vardir vo

A=p(@=pO<, g pO=+s
munasibati 6danilir. Bu halda,
+oo

j £(x) dx

a

inteqralt ylgllandlrsa onda

jf(x}dx jf[-:p(t}]-:p ® at @
diisturu dogrudur.
Bu xassalordon istifado etmoklo bir ¢ox geyri-
mMoaxsusi inteqrallart hesablamagq olar.

Misal .
oo
Jo = j e dx=—e |+(';’° =1,
o
+ oo +oa
Ii = J‘ o ¥dx —xe ™ I‘l"::l'?'ﬁ'-'l +J‘ e Xdx=1,
o o
+oo to2
Iz = J‘ e ¥dx = —xleX |-|_',:I|::I;:|I + 2—" Xxe Fdx =2 =2,
o o
+ oo +o2

Ja = j xteFdx=—x3e™ I+ﬂm+ 3—" x’e *dx=6 = 3!
o 1]

Vo Umumiyyatla
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+oo toa
Ju = J‘ x"e Fdx = —x"e™ |+§° +n j x" le*dx=n!
i D

17.2.2. Sonsuz sarhadli geyri-maxsusi inteqrallarin
yigilma alamatlori

Bozi masalalarin  tadgigindo c¢ox zaman qeyri-
maxsusi inteqrallarin qiymatini deyil, onlarin y1ilan vo ya
dagilan olmasini bilmok lazim olur. f(X) funksiyasinin ib-
tidai funksiyasi malum olgrsa, onda

j £(x) dx

geyri-moxsusi inteqralinin yigilan olmasini ovvolki pa-
ragrafda gostorilon tokliflor vasitosilo yoxlamaq olar. In-
tegralalt1 funksiyanin ibtidai funksiyast malum olmadiqgda
ISo geyri-moxsusi inteqrallarin yigilma mosolosi ¢ox za-
man asagida gostarilon alamatlori tatbiq etmoklo Oyranilir.

Forz edok ki, f(x) funksiyasi [a,+e2) oblastinda kasil-

moayan vo manfi giymotlor almayan funksiyadir. Onda
N

) = [ 160 ax

funksiyas1 [a,+==) yarimintervalinda monoton azalmayan
olar. Buna gors do N — +co sartinda J(N) funksiyasi mono-
ton artaraq ya sonlu limito, ya da sonsuzluga yaxinlasir.
Molumdur ki, monoton artan J(N) funksiyasinin N — +co

sortinds sonlu limitinin olmasi ti¢iin onun mohdud, yani
[JIN) =M, a=N< 4o (1)

olmasi zaruri v kafi sortdir .
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Buradan geyri-moxsusi inteqrallarin yigilmasi ti¢iin
asagidaki teorem ainir:

Teorem 1. F(x) funksiyasi [a,+00) yarimintervalinda
kasilmayan va manfi giymatlaralmayanfunksiya olduqda
@ mUnasibetininPQanilmasi

j () dx

inteqralimin yigilan olmas iiciin zaruri vo Kkafi sartdir.
Qeyd edak ki, (1) sarti 6danilmodikda
oo i |

! £(x) dx = NILTEJ £(x) dx = +oo
olar.
Teorem 2: [a,+c2) yarimintervalinda kasilmayan
f(X) vo ¢(x) funksiyalari iigiin
0=fx) =Colx) (2)
(C =0 sabit adaddir) barabarsizliyi 6danilirsa,
onda

+ oo

=] emax

a

inteqrah yigilan olduqdf
I, = f £(x) dx

Inteqrah dayigihr, J.inteqrah dagilan oldugda inteqra-
I da dagihr.
Isbati. Forz edok ki, J; inteqrali yigilir. Onda

@(x) =0 (0 = x < +o) oldugundan

270



|
.0 = [ o) ax
inteqrali artaraq N — +co gartinda sonlu limits yaxinlasir:
i | oo

[omax= [ @ ax=1, @)

a a

Buradan va (2) barabarsizliyindoan

L0 = [ 1) ax= ¢ [ @Goax =c, @

alariq. Jz(N) inteqrali yuxaridan mohdud oldugundan 1-cCi
teoremo goro J; inteqrali yigilir.

Iz inteqrali dagilan olduqda (4) barabarsizliyine gora
J1 inteqral1 da dagilir.

Teorem 3.[a,+o0) yarim intervalinda kasilmayan

@(x) va f(x)=0 funksiya%ai‘l iiciin
filx
lim ——= 5
Jim oY (5)
limiti varsa, onda 0 =: ¥ < +eo oldugda

+ oo

11=j-‘~|1(x}dxvalz=j f(x) dx

inteqrallar1 eyni zamanda ya yigilir, ya da dagihr.
Isbati. Limitin torifino goro istonilon 0 < £ < Yodadi

tclin eloNy = 0 var ki, x-in biitlin x = Ny giymatlorinda

‘ f(x)

o(x) "‘

Vo ya
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y—ele@<f<(y+e)e Ny =x < +m) (6)
barabarsizliyi 6danilir.
J1 inteqral1 y1gilan olduqda
+ oo

f @(x) dx

N

Inteqrali da y1gilir. Onda (6) barabarsizliyina gors
[ £60 ax

N
inteqral1 y1gilir, buradan da, J; inteqralinin yigilan olmasi
aydindir.
Isbatin ard1 eyni miihakimo ilo tamamlanir.
Natico. Tutaq ki, [a,+ =) yarimintervalinda monfi

giymatlar almayan f(x) funksiyasi ti¢iin
lim x*f(x) =y

x—+ oo

munasibati 6danilir. Onda 1)0 <y < o va 4 = 1 olduqda
+m
j f(x) dx (7)

inteqrali dagilir, 2) 0 =y < cowved > 1 olduqgda iso (7) in-
tegrali y1gilir.
Noaticonin dogruluguna inanmagq {igiin
+oo

j dax
<
inteqralinin A > 1 olduqda yigilan, A =1 olduqda iso dagi-

lan oldugunu nozars almaq lazimdir.
Xdisusi halda,

1
fix) ™ —
(x) )
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olarsa, onda A =1 oldugda (7) inteqrali yigilir, A = 1 ol-
duqda iso dagilir.

17.3. Kosi kriterisi va Abel alamati

Tutaq ki,

Foa

1=j £(x) dx
Integrali yigilir. Bu , o demokdir ki,
|
FV) = [ 160 a

a

funksiyasinin N = +co sortinds sonlu J limiti var. Kosi kri-

terisino gbéro bu, asagidaki sortin 6donilmosina ekviva-
lentdir:

Istonilon = >0 ododi Uglin elo Ny =Ny(=) var Ki,
istonilon Ny = Ny ve Ny = Ny Uclin

N N2 Ny
i £(x) dx]| = j f(x}dx—;" (G0 dx| < ¢

borabarsizliyi ddonilir.
Buradan f(x) funksiyasinin [a,+o=) yarimintervalinda

inteqrallanan olmasi li¢lin asagidaki zaruri vo kafi sort ali-
nir.

Teorem 1. (Kosi kriterisi).
+oo

j () dx

a
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inteqralinin yigilan olmasi ii¢iin zaruri vo Kkafi
sort: istanilon £=0 adadi Ucln eld N, oadadinin

olmasidir Ki, istanilon  N; = Ny va N3 = Ny Uclin
N2

j flx)dx| <« (1)
Ni

barabarsizliyi 6danilsin.
Forz edok ki,
+oo

| 1r6o1 ax

a
inteqrali yigilir. Onda Kosi kriterisino gora istonilon £ = 0
ododi UgUn elo Ny var ki, istonilon Nj = NyvaN; = Ny
odadloari Gglin

Nz
j |fix)|dx| < =
N1
barabarsizliyi 6danilir. Buradan,
Nz

Nz
j flx)dx| < jlf(x}ldx
Ny Ny

borabarsizliyino asasan,
N2

J‘ ﬂ:X}d.X < £ (Ni = Nu_.Nz = Nu
N1

aliir ki, bu da
+oo

j £(x) dx

a

inteqralinin y1gilan oldugunu gostarir.
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Belaliklo,asagidaki teoremi isbat etmis olduq:
Teorem 2. Q(iyri-maxsusi

[ e
inteqrah ylglllrsa,+onda

j () dx

inteqrah da yigilir.

Teorem 3. (Abel alamati). Tutaq ki, ¢(x) funksi-
yasl [a, +o) yarimintervalinda diferensiallanandir, mo-
noton azalir, x — +o= sartinda ise sifra yaxinlasir vo

istanilon N = a Ucln
N

f f(x)dx

a

barabarsizliyi ddgnilir. Onda geyri-moaxsusi

j £(x) @(x) dx 3)

inteqrah yigilir.
Isbat.

F(x) = f £(0) dt

oldugda istonilon N; va N; odadlori tglin

Mz Nz
[ 60 06 dx=[F) @I - [ FR@ax (@
N1 N1
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disturunu alariq. ¢(x) funksiyast monoton azalan oldu-
gundan ¢’(x) < 0 olar.
Indi
Nz
j F(x)g (x)dx
N1
inteqralina orta qiymat teoremini totbiq edok:
N3 Nz

[ Fe@ax=F@) [ o'wax=FElpM) - oM
Ni N1
[E S (N:LJNZ}] :
Buradan (2) boraborsizliyina vo (4) barabarliyina

asasan
Nz

j fx)p(x) dx
N1

minasibati alinir. Sarto goéro @(x) - 0 (X— +) oldu-
gundan

= 2 My [l(Ny)| + [(N)]

Nz
mil’ﬁ'.:.c J‘ fx)p(x)dx=0
Myp—+o= Ny
olar. Demali, (3) inteqrali y1gilir (Kosi kriterisina gora).
+oc

| feax
inteqralinin y1gilmas1 haqqinda soyladiyimiz bu tokliflor
uygun olarag

a +oo

j fix) dxvs j fix) dx

— oo — o0

inteqrallar {i¢iin do dogrudur.
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Misal 1.

+oo oo

sin ax COS ax
T dx va 7 dx

X X
1 1

inteqrallar1 oldugdamutloqyigilir.
Dogrudanda,

sinax 1 CO5ax
5—1 vo | |_
X

(1=x<+o)

barabarsizliklori t‘)denildiylnden Vo
+ oo

dx
j 7 (A=1)
i
integrah y1g1lanoIdUgunagore

j Ismaxl Icns axl

i
inteqrallar1 y1gilandir.Onda yuxarlda isbat etdiyimiz teore-
mo gors

+oo +oo

sinax cosax

J‘ ” dxvaJ‘ o dx (5)
1 1

inteqrallart mitloq yigilan olur.

Misal 2.

+oo
J‘ sinx
X
i
integral: sortiyigilandir.
Bu integrala hissa-hissa inteqrallama dlsturunu tot-
biq etsok, alarnq:
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F oo + oo

sinx 1 COSX
J‘ dx=—j —d{cosx)=— too
X X X 1
1 1
4+ oo 4+ oo

1 COSX
+J‘ COS xd(;)=cus‘l—j 5 dx
X
1

1
Sag torofdoki hadlorin ikisi do sonludur (inteqralin
yi1gilan olmasi 1-ci misaldan aydindir), buna géra do sol
torofdoki inteqral yigilandir.

Indi gostarak ki,
+oa
J‘ |sin x|
dx
X
1
inteqrali dagilandur.
Bu mogsadlo
1—cos2x
|sinx| = sin®’x = —

barabarsizliyindon istifado edok. Onda istonilon N =0
ucin

i | o i |
J‘Isinxldx}—"ldx_—"cus Zxdx 6
X ) 2x 2x (6)
i i i
borabarsizliyini yazmaq olar. Sag torofdoki birinci inteqral
N — +oo gortinds sonsuzluga yaxinlagir, yani

+oo

dx

2x
1

inteqral1 dagilandir:
+oo

1dX—+
— _— m
1 2x
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ikinci integral iso yigilandir. Demali, N — +oo sortindo (6)
barabarsizliyinda limita kegsok, sag torof vo buna goros do
sol toraf sonsuzluga yaxinlasir. Bu isa

+oa

f |sin x|
dx
X

i
inteqralinin dagilan oldugunu gostarir:
+oo

|sinx|
dx = +co,
X

1

17.3.1. Ikigat integrahn tarifi

Tutaq ki, ikidayisanli z=f(x,y)funksiyasi G oblastinda
toyin edilmisdir. G oblastini miiayyan ayrilor vasitesilo
kicik G, G,,......, G, oblastlarina bolok (sokil 1). Bu
oblastlarin
saholorini uygun olaraq
S1,Sy, e , Sy ilo isars edok.

Hor bir G; oblastinda miioy- 4 |

yan bir (&, n;) nogtasini di- | 4”’7“‘\
zoldok: | / \
i V‘\ VX ‘}
0= Zf(fll]l)s . N =g
Bu como z= f(X y)funks1ya51- 0] =
nin G oblastinda inteqral com..
deyilir. Sakil 1.

Indi tesavvir edok ki, G oblastini avval bir gayda ilo,
sonra ikinci bir qayda ils, daha sonra ugtinci bir gayda ilo
Vo sair k-¢1 qayda ilo kigik oblastlara bolmaklo bu isi
sonsuz olaraq davam etdiririk. G oblastin1 k-¢1 gayda ilo
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boldiukds alinan oblastlarin diametlorinin an boyuyina A
ilo isaro edok. ©gor
lim A, =0

k— oo

olarsa, G oblastinin hor blr asas bolinma ardicilligr tigiin

o= Zf(am)s

inteqral comlori ardlcllhgl (&, bi) nogtalorinin secgilmo
qaydasindan asili olmayaraq eyni bir | oadadins yigilarsa,
onda z=f(x,y) funksiyast G oblastinda inteqrallanan funk-
siya | adadi iso bu funksiyanin homin oblastda ikigat in-
teqrali adlanir.

f(x,y) funksiyasinin G oblastinda ikiqat inteqrali

U f(x,y)dxdy ves yaj f(x,y)ds

G G
kimi bels isars edilir. Belaliklo, tarifa gora
n

|| reysaxay = 1im > s

G

Ogar N noqgtasinin istonilon otrafinda ham G
oblastina daxil olan vo hom do daxil olmayan nogtalor
varsa, homin néqte G oblastinin Sarhad ndqtasi adlanir.

G oblastinin biitiin sarhod nogtalori goxluguna onun
sorhodi deyilir.

G oblasti ilo onun sarhadinin birlogsmasi gapali oblast
adlanir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem. mohdud gapali oblastda kasilmaz
funksiya hamin oblastda inteqrallanandir.
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17.3.2. Ikigat integralin handasi manasi

Tutag ki, moahdud gapali G oblastinda toyin edilmis
monfi giymatlor almayan kasilmaz z=f(x,y)funksiyasi
verilmisdir. Belo bir masaloys baxaq: OXYZdiizbucaqli
Dekart koordinat sisteminds yuxaridan tonliyi z=f(x, y),
(x;y) € G olan sathlo, yanlardan doguranlar1 OZ oxuna
paralel olan silindrik sathlo vo asagidan OXY mustavisi
Uzorindoa yerloson G fiquru ilo hiidudlanmis Q silindrik
cisminin hacmini tapmagq talob olunur (sakil 1).

Bu moasaloni hall etmok iiciin G oblastin1 miioyyan
ayrilar vasitasilo kicik Gy, G, ..... , G, oblastlarina bolok.
Bu zaman baxdigimiz
Q silindrik cismi asag1
oturacaqlar1 G,, G,, Gs.. .
..., Gymustovi fiqurlar1 olan T

Q1, Qg ..., Qpsilindrik
cisimlarinin birlogsmasin-

i
| !
Q cisminin V (Q) hacmi L++LT _L‘.,

don ibarat olur. Odur ki, i %

|
Q1 Qy, ..., Q,cisimlori- /,,/ | bl
nin V (Ql)! \% (QZ); ----- ) ,/I ’JM ‘;’j
...V (Qp)camlarinin comi- /

na barabor olacaq:
Sakil 1

V@ =) V@)W,
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Gy, Gy, ... ,Gp fiqurlarmin sahoalorini uygun olaraq Sy, Sy,
...... , Sy ilo isara edok. Hor bir G; oblastinda miiayyan bir
(&, n;) nogtesi gotirok. Gy, G,,....,Gpoblastlar1 ¢ox kigik
olduglarina géra har bir Q; silindrik cisminin hacmi tagribi
olaraq oturacagimin sahasi S; va hundirliyt £ (&i, ni) olan
silindrin hacmina barabardir.

V(Q:) = f(&i,ni)S;. )
(1) va (2) — don alingq: .
V@) = ) FGELNDS,
i=1
Bu diiturun sag torafindoki com z=f(x,y) funksiyasi-

nin G oblastinda inteqral comidir. Aydindir ki, G4, Gy,
..... ,Gnoblastlar1 na godoar kicik olsa

n
> feEinis,
i=1
coomi daa Q cismininin hacmina bir 0 godar yaxin olar.
8 1 — doki teoremo gbro z=f(x, y)funksiyasinin G
oblastinda ikiqat inteqrali var. Odur ki, G oblastinin hor
bir asas boltinmo ardicilligi tiglin (€i, ni) noqtalarinin

secilmo gaydasindan asili olmayaraq
n

> FEnis,
i=1
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comlori ardicilligt  yigilir vo yuxarida deyilonlordon
aydindir ki, onun limiti Q cisminin hacmina barabardir:

V@ = Jim > finis = || £oudxdy.
i=1 G

Buradan ikigat inteqralin handasi monasi alinir:
mohdud qgapali G oblastinda toyin edilmis moanfi giymatlor
almayan z=f(x,y) kasilmaz funksiyasinin ikiqat inteqrali

J-f f(x,y)dxdy.
G

yuxaridan tonliyi z=f(x,y)(X;y) € G olan sathls, yanlardan
doguranlar1 OZ oxuna paralel olan silindrik sothlo va
asagidan OXY mustovisi Uzorinda yerloson G fiquru ilo
hiidudlanmus silindrik cismin hacmina barabardir.

Qeyd edok ki, mohdud qapali G oblastinda toyin
edilmis miisbot giymotlor almayan kasilmoz z=f(x,y)
funksiyasi1 verildikdo uygun silindrik Q cisminin hacmi
tclin

V@ = - [[ reedndy,
G
diituru dogru olur.

17.3.3. ikiqat inteqralin hesablanmasi

Tutaq ki, [a; b] parcasinda toyin edilmis kasilmaz
y= @(X) va y=¢ Y(x) funksiyalar1 verilmisdir vo

p(x) <yYYP(x), x€l[a; b].
Forz edok ki,

x=3, X=b, y= ¢(x) va y=th Yi(x)
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xatlori ilo hiidudlanmis G oblastinda toyin edilmis
kasilmoazz=f(x,y) funksiyasi verilmisdir (sokil 1).

Owvalco f(x,y) —in G oblastinda moanfi giymatlor
almayan funksiya oldugunu forz edok. Bu halda bundan
avvalki paragrafda gordiyimaz kimi f F(u,y)dxdy
ikigat inteqrali t

Sakil 1 Sokil 2

yuxaridan tonliyi z=f(x,y)olan sothlo vo asagidan G ob-
last1 ilo hiidudlanmus silindrik cismin hacmina barabardir.

Homin silindrik cismin V hacmini tapmaq Ugln
owval istifado etdiyimiz kasiklor Usulunu totbiq edok.
Silindrik cismi x € [a; b] nogtesindo OX oxuna
prependikulyar mdistovi ilo kosdikdo alinan kasiyin
sahasini S(x)-lo isaro edak (sokil 2). Onda S(x) kasiyinin

hacmi
b

V= fS(x)dx. (D

a
olar.
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Burada gorindr ki, S(x), Oy oxuna paralel olan O'y’
oxunun @(x) <y < yYP(x) pargasi, Oxy mistovisine
onun  A(x; @(x))ves B (x; Pi(x)) néqtalarinda
perpendikulyar olan AA; vo BB; diiz xatlorinin pargalari
vo z=f(x,y) (x-i sabit hesab etdikda z=f(x,y) -a y-don asili
birdayisonli funksiya kimi baxa bilarik) funksiyanin A;B;
grafiki ilo hiidudlanmis miistovi figqurun sahasins

barabardir. Odur ki,
Yh(x)

s = [ feudy @
) p(x)
Isbat etmok olar ki, S(x) funksiyasi [a; b] par¢asinda
kasilmazdir.
S(x) —in (2) ifadasini (1) dusturunda yerina yazib

P(x)
v=| [ reyay )
o(x)
vaya
b Px)
[[ranaay=[a [ renay @
G a o)

diisturunu aliriq. (3) diisturu ikigat inteqralin hesablanmasi
disturudur.

Qeyd edok ki, (3) diisturu yalniz eyni isarali
giymaotlor alan funksiyalar Ggln deyil, har bir kasilmoz
funksiya ti¢lin dogrudur.
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Indi tutaq ki, [c; d] parcasinda toyin edilmis x =
= ¢, (¥) Vo x = Yy, (y) funksiyalar1 verilmisdir vo

01 () <Yy (v),y € [c; d].
Bu dofo bela forz edok

Ki, kasilmoz z=f(x,y) funk- )
siyast y=c, y=d, x=¢, (y) Vo | o
x= 1y, (y) xatlori ilo hi- o
dudlanmis G oblastinda
toyin edilmisdir (sokil 3).
Bu halda ikigat inteqral

xT

Sokil 3
d (6]
ff £, y)dxdy = f dy f fapdy @
G c ©1(y)

disturu ilo hesablanir. Bu diistur (3) diisturuna analoji
gayda ilo alinir.
Xdususi halda agor f(x,y) funksiyasi
a<x<bh,c<y<d

diizbucaqlisinda verilmisdirss, onun ikiqat inteqrali
b

| reyaxay = [ ax fd £ y)dy

G a
Vo yaxud

|| ryaxay - fd dy jb faoydx  (5)
G c a

dusturu ilo hesablanir.
ogor f(x,y) funksi-
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yasinin toyin oblast1 G daha T
murakkob formaya malikdir- 1
S, onda homin oblastin yuxa-

rida baxdigimiz formalara ma-
lik olan G, Gy, .....,G, oblast-
larina boliirlar (sokil 4). Bu

halda istadiyimiz ff £ y)dxdy Sokil 4
G
inteqrali f(x,y) funksiyasinin G;, Gy, ..... .Gy, oblastlart tizra

gotliriilmiis ikiqat inteqrallarinin comina barabar olur:

fff(x,y)dxdy = j fOx,y)dxdy+. . .+j f(x,y)dxdy.
G Gy Gn

Misall G:0<x<2 0<y<1dizbucaqlisi
Uzro z = xy + x% + y? funksiyasinin ikigat inteqralim
hesablayn.

Halli.(5) disturuna gora [f . (xy + x* + yz)dxdy =
—f dyf (xy + x? +y2)dx—f [(y +—+
+y x) ]dy— (Zy + 2y + )dy=(§y +
+y2+ 2y) e =43
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Misal 2. y=x, y=0 va x=m diiz xatlori ilo hiidudlanan
G oblastinda (sokil 5) f(x,y) = sinx + cos x funksiyas:-
nin ikiqat intervalint hesablayin.

Holli. Talob olunan ikigat intervali (3) diisturu ilo
hesablayaq:

Il (sinx + cosy)dxdy == fon dx f:(sinx +
+cosx)dy == fon[(ysinx+siny)|f§]dx = fon(x +
+1)sinxdx = — fon(x + 1)dcosx = —(x + 1)cosx|§ +

fon cosxdx = — [sinx — (x + 1)cosx]|f = —(m + 2)

Sakil 5 Sokil 6

Misal 3. x=Iny, x=0 va y=2 xatlori ilo hidudlan-
mis G oblastinda (sokil 6) f(x,y) = e*funksiyasinin iki-
gat inteqralin1 hesablayin.

Halli. Talob olunan ikigat inteqrali (4) disturu ilo
hesablayaq:
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[f, e*dxdy = [[dy [,"” e¥dx = [[e*|g” dy =

2 1 2 1
Ji &y —Ddy = (g)’z - }’)L =3
Qeyd edok ki, bu misaldaki ikiqat inteqrali
integrallama novbasini  doyisib (3) disturu ilo do
hesablamaq olar:

n2 2 In2
ﬁ exdxdy=f dx jexdy=f [(e* — ¥)1%] dx
G 0 ex 0

In2

In2

0

1
= j (2 —eX)e*dx = (Ze" - Eezx)
0

N =

Misal 4.x=0, y=m vo y=x Xatlori ilo hiildudlanmis
G oblast1 f(x,y)=cos(x + y)funksiyasinin ikiqat inteqralini
hesablayn.

Hoalli. (3) dlsturuna goro

ffG cos(x + y) dxdy = fon dx fxn cos(x + y)dy = =
= [, [sin(x + y)|F] dx="[sin(m + x) —

—sin2x]dx = — fon(sinx + sin2x)dx =
T
(cosx + lcost| = -2
2 0
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17.4.Qeyri-mahdud funksiyalarin geyri-maxsusi
inteqralinin xassalari va y1gilma alamatlori

Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a,b) yarimintervalinda to-
yin olunmus va X=b noqtesi atrafinda geyri-mahdud olan
funksiyadir. Onda onun

b

[ feoa
geyri-moaxsusi inteqralindan danismaq olar.

Qeyri-moxsusi inteqrallarin, miiayyon inteqralin mo-
lum xassalorina (xattilik, doyisoni ovozetma va S.) oxsar
xassalori vardir. Burada onlarin ancaq bir negasini verok.

Xassa 1.[a,b) yarim intervahinda kasilmayan f(x)
funksiyasmbln ibtidai funksiyas1 F(x) olduqda

j £(x) dx = F(b — 0) — F(a) 1

(r0-0) = tim Fo0)
barabarliyi (Nyuton-Leybnis diisturu) dogrudur.

Bu halda (1) boraborliyi asagidaki kimi baga diisiiliir:
ya barabarliyin hor iki torofi sonludur va (1) dogrudur, ya
da baraboarliyin har iki torafinin monasi yoxdur.

(1) boraborliyini isbat etmok Ugun [a,b—&] parcasi
Ucln

b—&
j £(x) dx = F(b— 8) — F(a)

Nyuton-Leybnis diisturunu yazmagq, sonra da axirinci
boraborlikdaé — +0 sortinds limito kegmok lazimdir.
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Xassa 2. U=f(x) vo V=¢(x) funksiyalarimn [a,b)
yarimmintervalinda kasilmoaz tdramalari varsa va
b b b
J, udv, Uv|a . [, Vdu

ifadalarinin har hansi ikisi sonludursa,onda
b b

ju:w:mr |:—j‘lfd[l (2)
diisturu dogrudur.
(2) baraborliyi mioayyan inteqralin hissa-hissa in-
tegrallama diisturuna asason isbat olunur.
Misal .

i
Jo= | (n x)" dx
!

inteqralin1 hesablamali.
limx (In x)"=0
=40

oldugundan (2) diisturuna asason alariq:
1 1
In = J‘{ln X}n dx =x(lnx}“ % — nj([nx}n—i dx =
o o

= —]']_]'“__1J n= 1, 2,
Buradan,
1

Jo = j dx = 1 olduguna girs
0

Jn="1pn 1= —n[-(n - 1)]11—2] =

(D = —DJ, = = (—1)"n!
Vo ya

]n=':—:l.:'u n!
alinir.
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Qeyri-moxsusi inteqralin basqa xassolorini do eyni
gayda ils isbat etmok olar.
Indi inteqralin bir sira y1giima oslamatlorini qeyd edak.
Tutaq ki, f(x) funksiyas1 [a,b) yarimintervalinda to-
yin olunmus, manfi giymatlor almayan va istonilon [a,b—&]
(0= & = b —a) pargasinda inteqrallanan funksiyadir. Onda
b—&

F(8) = j £(x) dx 3)
funksiyas1 & — +0 sartindo monoton artan olur. Buna gors
do sonlu va ya sonsuz

lim F(8)
&—++0
limiti homisa var. Bu limitin sonlu olmasi {igiin (3) in-
teqralinin biitiin 0 < & = b—a odadlori G¢tiin mahdud ol-
mas1 zaruri vo kafi sortdir:
IF(8)|=M (0<d=<b—a) 4)
Buradan asagidaki toklifi alariq:
Teorem 1. F(x) funksiyasi [a,b) yarimintervalinda
toyin olunmus vo moanfi giymatlor almayan funksiya ol-
duqda (4) mUnain,batinin odanilmasi

j £() dx

Inteqralimin y1gilan olmasi iigiin zaruri va kafi sartdir.
Demoli, (4) sorti 6danilmadikda
b b—&

jf(x} dx = ﬁli%j £(x) dx = o

a

olar.
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Bu teoremdon istifado edarok geyri-moxsusi integral-
larin y1g1lmasi ti¢iin miiqayiso slamatini isbat etmok olar.
Teorem 2. [a,b) yarimintervalinda tayin olunmus
va istanilon [a, b—8](0 < & < b —a) par¢asinda integ-
rallanan f(x) va ¢(x) funksiyalari iiciin
0=1f(x) <o (5)
barabarsizliyi bdanilirsa, onda

Ji = j @ (x)dx

a

inteqrah yigilan oldllquda
= [ £ ax

inteqrali da yigilir. J; inteqrah dagilan olduqda integ-
rali da dagihr.
Isbati. Tutagki, integrali yigilir. Onda 1-ci teorems

gora
b—&

j @) dx=M (0<6=b—a) )

olar. Buradan, (5) barabarsizliyins asasan,
b—& b—&

j f(x}dxij ex)dx=M (0<d=b—a)

alinir ki, bu da J; inteqralinin yigilan oldugunu gostorir.
J2 inteqrali dagilan olduqda
X ;

b—4

jf(x} dx = ﬁll%f £(x) dx = +o5

olar. Bu halda (5) barabarsizliyins goro
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b—& b—4

f f(x}dxif ©() dx

oldugundan
b—& b—&
+oo = ﬁl'—i;Tuj f(x) dx = lim j @lx)dx =

Teorem 3. [a,b) yarimintervalinda tayin olunmus,
manfi giymatlor almayan va istanilon [a, b— 8] parca-
sinda inteqrallanan f(x) va ¢(x) = 0 funksiyalari ii¢iin

lim (0<y < ) 7
xbrog(x) o @)
limiti varsa, onda J; va ], inteqrallar1 eyni zamanda ya

yigilir, ya da dagihr.
Isbat1. Limitin torifino gora istonilon 0 < ¢ < y odadi

Uclin elo 8 =0 var ki, x-in b— &< x < b boraboarsizliyini
Odayan biittin giymatlarinds

f(x)
¥Y¥—E= @ = v+
Vo ya
- <ix<(y+elo (8)
(b—8<x<bh)
barabarsizliklori ddanilir. ]
1 = j @(x) dx

a

inteqral1 yigilan olduqda
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b
j @(x) dx
b=6
inteqrali da yigilir. Onda 2-ci teorema va (8) barabarsizlik-
larinin sag tarafino gora
b

j £(x) dx

inteqrali da yigilir. Buradan J; inteqralinin y18ilmasi ay-
dindir.

b
J» = j f (x) dx
inteqral1 yigilan oldugda
b
[ 100 ax

b=
inteqrali vo (8) borabarsizliyino gora

j(v— £)e(x) dx = (y — ) j @ (x)dx

inteqrali ylgllan olar. Buradan Inteqralln yigilan olmasi
aydindir.
Natica. Tutaq ki, [a,b) yarimintervalinda toyin olun-

mus vao manfi giymatlor almayan f(x) funksiyasi li¢iin
I_Elgrlu(h —xMflx)=vy (9)

bdaniIiE. Ondal) 0< y < +o vo u < 1 oldugda

j f(x) dx (10)

a
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inteqral1 yigilir, 2) 0 <y < +e0 va u = 1 olduqda iso (10) in-
teqrali dagilir.
Naticonin dogruluguna inanmagq {igiin
b

dx
|57 ‘1“}

inteqralinin 1 < 1 oldugda yigilan, p = 1 oldugqda iso dagi-
lan oldugunu nazors almaq lazimdir.
Xususi halda, x = b—0 sortindo

f(x) ®

(b—x)¥
olarsa, onda u <1 oldugda (10) inteqrali yigilar, u = 1 ol-
duqda iso dagilar.

Burada isbat olunan tokliflor uygun sokildo basqa
geyri-moxsusi inteqrallar (inteqralaltt funksiya a noqtosi
Vo ya basqa daxili c(a < ¢ < b) ndgtosi otrafinda qeyri-

mohdud olduqgda) t¢iin do dogrudur.

Misal 1. .
x2dx
j 1-—x?
o
inteqral1 dagilir.
Dogrudan da,
. x? 1
xl—:T—lu(i —x) 1-x2 2

oldugundan 3-cu teoremin naticasina goro integral dagilir.
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Misal 2.

i
J‘ x%dx
1 _ 2
s V1-x
inteqrali y1gilir.
Dogrudan da,
1 x? 1
lim (1 —x)z =—
x—+1—-0 -\l'l‘l _ Xz -\l'lz

oldugundan naticays gors inteqral yigilir.

17.5.Kosi Kkriterisi va inteqralin miitloq yigilma
alamati
Forz edok ki, f(x) funksiyasi [a,b) yarimintervalinda
toyin olunmus va istonilon [a,b") (a<b’<b) pargasinda
inteqrallanan funksiye}‘dlr. Onda istonilon a<x<b ugln

F(x) = f £0) dt (1)

inteqrali sonlu olar. Aydindir ki, x—= b—0 sortindo F(X)
funksiyasinin sonlu limitinin varlig
b

j f(x) dx (2)

geyri-moxsusi inteqralinin yigilmasina ekvivalentdir.

Kosi kriterisina goro iso F(x) funksiyasinin x —=b—0
sortindo sonlu limitinin varhigi {igiin zoruri vo kafi sort
beladir: istonilon = = 0 odadi Ugln elo & = &(g) = 0 var ki,
X-in b—&8<x" < b,b—3&<x" <b borabarsizliklorini 6ds-

yan ixtiyari X" vo X”” giymatlarinds
|F(x) - F(x)| <= (3)
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miinasiboti ddonilir. Burada

F(x")—F(x) = ]i f(t) dt — _T f(t) dt = ]ﬁ f(t) dt

oldugunu noazors alsag, (3) borabarsizliyini

f ft) dt‘ <€ (4)
Kimi yaza bilarik.

Buradan (2) inteqralinin varligi {iciin asagidaki teo-
rem alinir.

Teorem 1. (Kosi kriterisi). (2) inteqgrahinin yigilan
olmas1 iiciin zaruriva kafi sartbelodir: istanilon € < 0
adadi tgln elo 6 = 8(&) adadinin olmasidir ki, x-in b-
8<x'<b va b-8<x''<b barabarsizliklorini ddayan ixtiyari
X" va X" giymatlarinda

f f(t) dt
munasibati ddanilsin.
Indi (2) inteqralinin miitlaq y181lmasi haqqinda teore-
mi ishat edok.
Teorem 2. Qeyri-maxsusi

= E

b
[ 1601 ax

inteqral yigilirsa, onda(2) inteqrah da yigilir.
Dogrudan da,
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b

LSS

inteqrali yigilan oldugundan Kosi kriterisino gora istanilon
e>0ododi Uglin elo 8 =6_var kib-8<b'< b w2 -b<b"<h
barabarsizliklorini ddayan istanilon b”vab™ sdadlori tglin

< g

b

[ 1t ax

e

Odoanilir. Onda
-

j £(x) dx

o
If(x)| dx

2

oldugundan gostarilon ixtiyari b” vo b™" adadlari tglin

=

-
| e ax
o
borabarsizliyi 6donilir. Buradan, Kosi Kriterisino gora, (2)
inteqralinin y1g1lmasi aydindir.

Qeyd edak ki, I22) inteqral1 y181ldiqda

[ ifco s

= £

inteqrali dagilan da ola bilor. Bu halda (2) inteqralina sarti
yigilan inteqral deyilir.
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Misal.

i
sin x
| 7=
g v 1—x
inteqral1 y1gilir.

Dogrudan da, 0 = x < 1 oldugda

0< sinx 1
T Wi-xl T V1-x
boraborsizliyi 0donilir. Sag torofdoki funksiyanin
i
dx
J V1—-x

inteqral1 y1gilan oldugundan,
i

J

sinx

41—x

inteqrali da yigilandir.Onda, indi isbat etdiyimiz 2-Ci teo-
rema gora

1
sinx

.'1 dx
o ¥ X

inteqral1 y1gilir.
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XVIII FOSIL.COXDOYISONLi FUNKSIYANIN
DIiFERENSIAL VOINTEQRAL HESABI

18.1.9sas anlayislar.Coxdoayisonli funksiyamn torifi

Indiyo qodar ancaq bir doyisendon (bir arqument-
don) asili funksiyalar1 nazordon kegirmisik.

Amma praktikada tez-tez ¢coxdoyisonli funksiyalar
ilo rastlasiriq. Masolon, OM ganununda, yani

R
(1 -coroyan siddoati, E -elektrik horokot qiivvosi, R -iso
miiqavimatdir) disturunda corayan siddati funksiya ki-
mi iki E vo R arqumentindon asilidir. Bunun kimi do
diizbucagll paralellpipedin hocmi V =x-y-z ii¢ doyi-
sondan asili olaraq dayisir va s.

Torif 1. Har bir ciit X vo y ddyisoninin miimkiin
qiymatlorind, Z dayisoninin ancaq bir qiymatini qars1 qo-
yan qayda (vo ya qanun) verilmisdirss, onda Z-3 X va y
dayisonlorinin ikidoyisonli funksiyasi deyilir vo asagidaki
isaralordon biri ilo yazilir:

z=1(xy), z=0(xy), z=F(Xy), z=12(X,y) vos.

Burada z asili doyison vo ya funksiya, X, y iso

sarbast doyison vo ya arqument adlanir. x=a vo y=b
oldugda z=1f(x,y) funksiyasimin xiisusi qiymati
f(a,b) soklindo yazilir. X vo vy doyisonlorinin
nizamlanmig ciitii M(x,y) noqtesi, bu noqtonin
funksiyas1 iso z=f(M) kimi yazilir. Ikidoyisenli
funksiya hondoasi olaraq fozada mioyyan bir sothi ifads
edir.
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Torif 2.x,y,zdoyisonlorinin har bir nizamlanmis
iicliiyiiniin qiymoatino, u doyisoninin yegand qiymotini
qarst qoyan qayda (v ya ganun) verilmisdirss, ondau
doyisonind  Xx,y,zdayisonlorinin ii¢doyisonli funksiyasi
deyilir vo u=f(x,y,2), u=F(X,¥,2), u=¢(X,y,2) va s.
kimi isaro olunur. Burada u -asili doyison vo ya funk-
siya x,y,z 189 sarbast doyison vo ya arqument adlanir.

Oxsar gayda ilo X;,X,,..., X, arqumentlorindan asili
n -doyisonli funksiyaya torif verilir vo

W= F (X, Xy, X)), W=F (X, %5000, X)),
W =W(X;, X,,..., X,,) Vo s. kimi isara olunur.

X, Xy,.., X, @arqumentlorinin M noqtasinin koordi-
natlar1 qobul etsok, n -doyisonli funksiyani ndqtonin
funksiyasi, yoni w= f(M) kimi yazmagq olar.

Bir doyisonli funksiya kimi goxdoyisonli funksiyalar
da analitik Usulla, cadval soklinds, grafik tsulla, program
vasitasilo va s. soklinda verilo bilor.

Tarif 3. Verilmis funksiyanin analitik ifadasinin
manalh oldugu va funksiyamin sonlu haqiqi giymatlar
oldugu noéqtalor c¢oxluguna homin funksiyamn tayin
oblasti deyilir.

Tutaq ki, x,y,z diizbucaqli Dekart koordinat sis-
temi verilmisdir. Z = f(x,y) ikidayisonli funksiyanin to-
yin olundugu oblastin hor hanst P(x,y) noqtesini
gotlirok vo Z -in uygun qiymotini hesablayaq. P(X,Y)
noqtesindon uzunlugu |Z| olan perpendikulyar qalldi-

raq (Z -in isarasindon asili olaraq bu vo ya digor torofo).
Noticado fozada M(x,y,z) noqtesi alinir. P(X, y) néqtosi
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vo ona uygun olaraq M(X,y,z) noqtesi do yerini
doyisorak hor hansi soth cizir.

.L.

Sakil 1.

Homin soth, verilon Z = f(x,y) ikidoyisonli funksi-
yani hondosi tosvir edir, yoni bu funksiyanin “qrafi-
ki”dir (sokil 1).

Torif 4. Morkoazi P(X,y) noqtasindd vo radiusu r
olan daironin daxili noqtalorino P noqtasinin I radiuslu
atrafi (qisa olaraq r-atrafi) deyilir.

Torif 5. P noqtasinin r-atrafinda P noqtasinin 6zii
olmadiqda ( P -noqtasi ¢ixarihib atildigda vo ya desilib
cixarildigda) bu ostrafa P noqtasinin I yaxinhg deyilir.

Bu toriflordon ¢ixir ki, P ndqtesinin I -otrafina P -nin
ozl daxil oldugu halda, P noqtesinin I yaxinligmna P -
nin 6zii daxil deyil. Basqa so6zlo, P ndqtasinin I otrafi bu
noqtadon d <r mosafodo olan noqtolor c¢oxlugudur
(0<d<r), P noqtesinin I -yaxinlhigi 0<d <r sortini
6doyan noqtalor ¢oxlugudur.

Torif 6. Qeyd olunmus M(a,,a,,...,a,) noqtasindon

masafasi I -i agsmayan P(X,X,,...,X,) noqtalor coxluguna
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n -olgiilii kiiro ( M -kiironin morkoazi, I -iso onun
radiusudur) deyilir.
Aydindir ki, bels kiironin néqtolori

Jox - ) +(x, —a, +..+(x, —a, )} <r (1)
vo yaxud da
(x,—a, )] +(x, —a,)* +..+(x, —a, ) <r? (2)
sortini 6doyir.
(1) vo (2) sortini 6doyan noqtalor ¢oxluguna n -
olgiili qapali kiiro deyilir. Belo ki, belo kiironin daxili
noqtalori

(x,—a, ) +(x,—a,) +..+(x, —a, ) <r? (3)
barabarsizliyi, onun sorhaddi iso
(x,—a, ) +(x,—a,) +..+(x, —a,) =r? (4)
tonliyi ilo toyin olunan (n-1) 6lgiili sfera adlanir
(kiirs ilo ohato olunmus “soth”).(3) borabarsizliyi agiq
kiirs toyin edir. Xiisusi halda n=2olduqda
(x—a)f +(y-b) <1’ 6
miinasibati alinir ki, ona oxy miistovisindo qapali dairs
(yoni onu oshato edon g¢evranin noqtalori bura daxildir)
adlanir. Bu daironin ¢evrasinin tonliyi
(x=a)° +(y-b) =r (6)
soklindadir (sokil 1). A¢iq daironi (bu ¢oxluga ¢evronin
noqtalori daxil deyildir)
(x—a) +(y-b) <r? )
borabarsizliyi ifads edir (sokil 2.)
n =3 olduqd (6) vo (7) miinasibatlorini
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soklinds yazmagq olar.

T A
/ Al

Sokil 1. Sakil 2.

Torif 7. Miistovisinin asagidaki iki sorti 6doyan

G noqtalor coxluguna oblast deyilir.

a) hor bir M noqtesi 6ziiniin hor hansi otrafi ilo G
coxluguna daxildir (belo néqgtalor daxili noqtelor adlanir).

b) G- yo daxil olan hor hans1 M, vo M, noqtalori-
ni ona daxil olan kosilmoz oyri ilo birlogdirmok miim-
kiin olsun.

Qapali vo ya agiq G oblastinin ciit-ciit gotiiriilmiis
noqtalori arasindaki mosafonin doqiq yuxari sorhaddi
bu oblastin diametri adlanir.

Torif 8. M noqtasi 6ziiniin har hansi atrafi ilo bir-
likdo coxluga daxil olarsa, belo noqtays daxili noqto de-
yilir (sokil 2).

Torif 9. M noqtasinin istonilon otrafinda coxluga
hom daxil olan vo hom do daxil olmayan noqtalor olarsa,
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onda bu noqtays ¢oxlugun (oblastin) sorhad noqtosi de-
yilir (sakil 2).

Oblastin (¢oxlugun) biitiin sorhad noqtalori onun
sorhoddi adlanir

(( X
‘\ N/ (/ ¢ '\I T
J \. ),/ el
= |
Sakil 2. Sakil 3

18.2.1.Coxdayisonli funksiyanin limiti

Torif 1. ixtiyari £>0 goro elo &(s) gostormok
miimkiindiirss ki, M, noqtasinin 5 -yaxihgindaki bii-
tiin M noqtalori iiciin f (M) funksiyasimin giymatlori a
ddadinin & -otrafina daxil olsun, onda a -adadind
U = f(m) funksiyasinin M — M, sortinda limiti deyilir vo
asagidaki sokildos yazilir.

a:|v|"n|\]/| f(M) voya a= lim f(x,X,,..x,) (1)

Burada
[f(M)-a/<e, 0<d(M,M,)<5(e)
M (X, Xy,e X)) 5 My(8y,8,,...,8,)
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d(M,M,)=(x-a,f +(x—a, +...+(x, —a, )
Bu torifo 9sason a limiti M noqtasinin M, noqtasi-
nd hansi iisulla yaxinlasmasindan asih deyil.
Bunu ikidayisonli Z = f(x,y) funksiyasi1 {igiin hon-
dosi olaraq tosvir etmok olar (sokil 3.).Burada M(x,y)
noqtosinin M, (a,b) ndqtasing ii¢ miixtolif tisul ilo yaxin-
lasmasi gostorilmisdir.

18.2.2. Takrar limit

Ovvalki paragrafda funksiya limitineX — X@sortin-
do, yoni X=(Xy,Xp,...,.X,) noqtesinin bitlin x=x;(i=1,2,...,n)
koordinatlar1 X© = (Xgo),xgo), ...,Xl(lo)) ndqtosinin uy-
gun xi(o) (i =1, 2, ... n)koordinatlarina eyni zamanda
yaxinlasdiqda (x; — Xi(O) (i=1,2,..,n) torif verilmisdir.
Buna goro do homin limitoa bazon n-qat limit (n=2
oldugda ikiqat, n=3 olugada Ug¢qat va s) deyilir.

Coxdoyisonli funksiayalarin, x; arqumentlori n0Ov-
ba ilo uygun xgo)sdsdlarins yaxinlagsdiqda da limitindon
danismaq olar. Belo alinan

lim lim lim f(x4, X5, Xp)
X = X%y = X Xy = X

limitino f funksiyasin teskrarlimiti deyilir. (1)
ifadasinda limitlorin yerini doyismoklo mixtalif tokrar
limitlor almaq olar .

Ikidoyisonli funksiyalarn iki dono tokrar limitivar-
dir:
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lim limf(x,y) lim limf(x,y)
, 2)
x—>a y—=b y—=b x-a
Ikidoyisonli funksiyann ikigat vo tokrar limitlori-
nin varligi va baraborliyi hagqinda muxtalif voziyyat-

lor ola bilar .

Misal.
Xy

f(x,y) = {X2+y2
0
3

funksiyasinin (0, 0) noqtesinde limiti (ikigat limiti)
yoxdur, lakin ndqtads tokrar limitlori var:
lim limf(x,y) _ lim lim _

x? + y? # 0 olduqda,
x =y =o0 olduqda

18.2.3.Coxdayisanli funksiyamin kasilmozliyi

Torif 1. U = f(M) funksiyas1 Ucln asagidaki iic
sort odonildikdo M, noqtosinds koasilmoyon funksiya
deyilir:

a) U=f(M) funksiyas1 M, noqtosindo toyin
olunmusdur;

b) Mlmo f (M) limiti vardir;

¢) Funksiyanin limit qiymoti onun M, ndqtosin-
doki xiisusi qiymatina barabordir, yoni

lim (M) = f(M,) "
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9gor M, noqtosinds yuxaridaki ili¢ sortdon biri

pozularsa, onda funksiya homin néqtads kosilon funk-
siya adlanir.
Torif 2. Oblastin har bir noqtasindo kosilmayon
funksiyaya homin oblastda kasilmayon funksiya deyilir.
Torif 3. Tutaq ki, U = f (M) funksiyas1 E ¢oxlugun-
da toyin olunmusdur v Ve >0 adadi ticiin 36 =05(¢) >0

0<p (M,M,) <0

E ¢oxlugunun barabarsizliyini 6dayan biitiin M € E
noqtalorinda

[f(M)—f(M)|<e @)
barabarsizliyi o6donilir. Onda U = f(M) funksiyasina
M, € E noqtosindo kosilmoyon funksiya deyilir.

Xiisusi halda, tutaq ki, Z = f(x,y) = f(M) ikidayi-
sonli funksiyast M,(a,b) nqtesinde kesilmoyandir. Bu
o demokdir ki, M ndqtasi M, néqtesine ixtiyari qayda

ilo yaxinlasa bilor, mosalon, bu yaxinlasma koordinat
oxlarina paralel olan diiz xotlor boyunca ola bilor
Aydindir ki, bu halda (1) boaraboarliyi 6donilocokdir.Belo
ki, birinci halda

Z="1(x,y)=F(x) vo Ix'Lna F(x)=f(a,b)=F(a) ;

ikinci halda 1sa
Z="f(x,y)=¢(y) vo |yiLnb #(y) = f(a,b) = ¢(b)
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7L .

" >

Sokil 5. Sakil 6.

Goriundiyi kimi F(x) vo ¢(y) funksiyalar1 birde-

yisonli funksiya kimi hor biri ayriligda kosilmoyondir,
yoni Z funksiyast hor bir arquments nozoron ayriliqgda
kosilmoyondir. Lakin asanligla géstormok olar ki, tors
toklif homiso dogru olmaya da bilor.Kosilmoz funk-
siyalar ii¢lin asagidakilari s6ylomok olar.

1) Verilmis ndqtods kasilmayon sonlu sayda funk-
siyalarin cabri comi,hasili bu noqtods kosilmoyon iki
funksiya nisbati do homin néqtads kesilmayandir.

2) Miirokkob funksiyanin kosilmozliyi. Tutaq ki,

X, X,,.. X, sorbast doyisonlorinin U, = ¢, (X, X,..X,) ,
U, =@, (X, Xy, X, )y U =0, (X, X500, X)) funksiyalari
hor hanst M (x?,x{?,..,x? noéqtesinde kesilmoyon
funksiyalardir vo tutaq ki, V = f(u,,u,,...u,) = F(X,,X,,..., X, )
funksiyast m -dens araliq u,,u,,..U, arqumentlorindon
asilidir, yoni  Qy[u,(M,),u,(M,),..u, (M,)] néqtesindo

kosilmoyon miirokkob funksiyadir.Onda belo toyin
olunmus V= fp, (%, %X, )@, ()0, ()] miirokkab

funksiyast M, noqtasinds kosilmayandir.
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3) Tutaq ki, U = f(xl,xz,...,xn): f(M) funksiyasi
sonlu diametri olan G oblastinda kasilmoayan funksiya-
dir, onda

a) funksiya G oblastinda mohduddur;

b) G oblastinda funksiyanin aldig1 ododi qiymaotlor
coxlugunun doqiq asagi vo doqiq yuxari sorhadlori var-
dir, hom do bu odadlari funksiya he¢ olmazsa oblastin
bir néqtesinds alir. Bu qiymatlor (doqiq asagi vo daqiq
yuxar1 sorhad qiymotlori) uygun olaraq funksiyanin G
oblastinda on kigik vo on boyiik qiymoti adlanir. Bu
qiymatlorin forqi iso funksiyanin homin oblastda rogsi
adlanir.

c) hor hansi £>0 iiciin G oblastinin sonlu sayda
elo kigik oblastlara bolmok olar ki, funksiyanin ragsi
har bir xiisusi oblastda & -dan kigik olar;

¢) hor bir £>0 iigiin elo §()>0 adadi tapmaq

olar ki, istonilon iki M,;,M, e G noqtalori arasindaki
f(M,)-f(M,)<e olar
(funksiyanin G oblastinda miintazom kasilmazliyi).

d) G oblastinin onun hor hansi ndqtesine goador

sixdiqda funksiyanin ragsi sifira yaxinlasir.
Torif 3.9gor U = f(M)= f(X,X,,..X,) funksiyasi

M, ndqtesinin yaxin otrafinda toyin olunub, bu noqte-

mosafs &(g)-dan kigik olduqda,

nin 6ziindo kosilondirss, onda M, noqtoesine funksiya-
nin kosilmo noqtasi deyilir. f (M) funksiyasinin kosilmo

noqtalorinin yerlosdiyi xotto bu funksiyanin kosilmo
xatti deyilir.
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18.3.Coxdayisanli funksiyanin xutsusi téramasi.

9vvalco ikidayisonli Z = f(x,y) funksiyasinin xi-

susi toromolorine baxaq. Bu funksiyanin xiisusi artim-
lar1 uygun olaraq
AZ = f(x+AxYy)-T(xY) (1)

AyZ = f(X1y+Ay)_f(X1 y) (2)
soklindo, tam artimi iso

AZ = T (X+AX, y+Ay)— T(X,Y) (3)
soklinds toyin olunur.

Funksiyanin A, Z vo A,Z xiisusi artimlarindan

A,Z
\)

AX Ay
funksiyanin x arqumentino nazoron MM, diiz xott par-
cast, y arqumentind nozoron iso MM, diiz xott pargasi
lizra onun dayismasinin orta siiratini tayin edir.

Torif 1.Ikidoyisonli Z = f(x,y) funksiyasinin xii-
susi artiminin uygun arqument artimina olan nisboti-
nin, arqument artimi sifra yaxinlasdiqgda limiti varsa,
bu limito funksiyanin homin arquments nozoron bir-
tortibli xiisusi toromasi deyilir vo agsagidaki sokilds toyin
olunur:

X

diizoldilmis nisbatlori uygun olaraq, bu

£ (% y) = lim AZ lim f(x+Axy)—f(x,y)
A0 AX AX—0 AX

(4)

AZ _
y — |Im f(X,y-i—Ay) f(X1 y)

fy (X’ y) - AI)Ifr—rJO Ay Ay—0 Ay
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Xiisusi toromonin gostorilon f (X,y) vo f;(x, y)
isaralorindon basqa Z'X,g—z vo ya uygun olaraq Z,,—
X

isaralorindan do istifads olunur.

Oxsar qayda ilo {i¢ vo daha g¢ox doyisonli
funksiyanin xiisusi toromolorina torif vermok olar:

a) U="f(x,y,z) - ti¢ doyisonli funksiyanin xiisusi
toromolori:

@_f(xyz)_llmAu imf(x+Ax,y,z)—f(x,y,z)
OX x>0 AX &0 AX
AU _
ou Nt xy.2)= lim 22 = fim f(x,y+Ay,z)-f(xy,2)
ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay
ou f(x,y,2+Az)- f(X,y,2)
—=f,(xy,2)= I|m = lim 5
oz (0y.2) = Az A20 Az ®)
b) n - doyisonli W = f(X,,X,,..,X,) funksiyasinin
xiisusi téramalori:
ow :
—~ = f y yrey =
an Xy (Xl X2 Xn)
_ lim F(Xg e X+ AX ey X ) — T (X, X5 000X)
Ax —0 Axk (6)

Burada (4), (5) vo (6) toromolori funksiyanin bir-
tortibli xiisusi téramalori adlanir.

Qeyd edok ki, ¢oxdayisonli funksiyanin xiisusi to-
romoalorini taparkon adi téoromo alma gaydalarindan va
diferensiallama diisturlarindan istifade olunur (burada
X, -ya nozoron téromo aldigda X, -dan basqa o biri

arqumentlor sabit hesab olunur).
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Torif 4. Ogar W = (X, X,,...,X,) funksiyas1 ii¢iin,

t = 0 olmagla

f (X, 0, X, ) =t™ (X, Xy X))
miinasibati 6donirss, onda bu funksiyaya m-odl¢iilii (vo
ya m doaracali) bircins funksiya deyilir.

Teorem 1.(Eyler). Tutaqki,W = f(x,,X,,...,X,) funk-
siyas1 m olgiilii bircins funksiya olmagla har bir doyisona
nazoran xiisusi toromoys malikdir. Onda asagidaki
miinasibat dogrudur:

Xy F (X X e X0 ) X, £ (X X X))+

(7)

+ot X B (G XG0 X)) = ME (X, X500, X))

18.4.1.Funksiyanin noqtads diferensiallanan olmasi

Verilmis o C E, oblastin da toyin olunmus ikidoayi-
sonli f funksiyasina baxaq.
Forz edok ki, ( x,y) bu oblastin har hans1 noqtasidir
Vo X,y doyisonlori uygun olaraq elo Ax vo Ay artimlar
alir ki, (x+ Ax,y+ Ay) noqtesi yena do homin oblas-
ta daxil olur. Onda W = f (x,y) funksiyasi
AW = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y (1)
artimini alir.
(1) ifadssines f funksiyasimin (x,y) ndqtesindo ar-
tim1 (vo ya tam artimi ) deyilir.
Torif 1. f funksiyasimin ( x,y) noqtasinds artimini
AW = AAx + BAy + aAx + Ay 2
soklinda goOstarmok muiUmkin olduqda, ona hamin
nogtada diferensiallanan ( va ya diferensiallana bilan)
funksiya deyilir. A burada A = A (x,y)ve B = B(x, y)ar-
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gumentlorin Ax vo 8Ay artimlarindan asili olmayan ko-
miyyatlor, o = a(Ax, Ay ) vos B = B(Ax, Ay) iseo
(Ax — 0, Ay — 0) sortinds sonsuz Kigilon funksiyalardir:
A1}1(r_1)10 a( Ax; Ay) =0
Ay—0
A1}1(r_1)10 a( Ax; Ay) =0
Ay—0

Tarif 2. o oblastimin istanilon noqtasinda diferen-
siallanan funksiyaya hamin oblas da diferensiallanan
funksiya deyilir.

Ikidoyisonli funksiyanin diferensiallanan  olmasi
hagqinda yuxarida verilmis tariflor uygun sokildo n- do-
yisonli (n = 2) fynksiyalar iciin do dogrudur . n-dayigon-
li f funksiyasmmmm X = (x;X;..,X,) hOqtesindo dife-
rensiallanma sorti
AW = A; (X)Ax, + A, (X)AX, + -+ A (X)Ax, + ep(4)

Kimi yazilir; burada p = \/ X 1_; (Axy)? Vo pliino e= 0.

18.4.2.Coxdayisanli funksiyanin diferensiallanan
olmasi ii¢iin zaruri sartlar.

Teorem 1. (x,y) nogtesinda diferensiallanan f
funksiyas1 hamin néqtads kasilmayandir.

Isbati. W = f(x,y) funksiyas1 (x,y) noqtesinde
diferensiallanan oldugundan hamin ndqtods onun artimi

AW = AAx + BAy + aAx + BAy,a - 0, B >0 (1)

soklindo gostorilo bilir.

Buradan

lim AW =0

Ax—0
Ay—0
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alinir ki, bu da funksiyanin (x,y) noqtesinds kasilmaz
oldugunu gostorir .

Natico 1. Funksiya kasildiyi nogtada diferensial-
lanan ola bilmaz .

Teorem 2. Verilmis ( x,y) € o nogtasinda diferen-
siallanan f funksiyasimin hamin noqtada sonlu f,(xy)va
fy(xy) xususi toramalari var.

Isbati. W = f (x,y) funksiyas1 (x,y) nogtesindo
diferensiallanan oldugundan bu ndqtads onun artimi {igiin
(1) gOstorilisi dogrudur Homin boarabarlikdo Ax # 0 va
Ay = 0 hesab etsok

AAZWW =AAx+a-Ax, a—0(Ax—-0)
olar. Bu barabarliyin hor iki torofini Ax artimina bo-

lorok Ax — 0 sortinds limito kegok:

AW lim AW
—=A+a, ——=
AX Ax > 0 Ax

Demali ,(x,y) noqgtesinde Wy = f;(x,y) Xlsusi
toromasi var vo A = fy(x,y) barabarliyi dogrudur.

Eyni qayda ilo (x,y) nogtesinds fj(x,y) XUsusi t0-
romoasinin varligi vo B = f;(x, y) baraborliyinin dogrulugu
isbat olunur.

Natica 2.Verilmis (X,y)noqtasinds diferensiallanan
f funksiyasimin homin ndqtada artima.

AW = fi(x,y)Ax + £ (x,y)Ay + €p,€ = 0(p — 0)(2)
soklinda gostorila bilor.

Notico 3.f funksiyas1 fy(x,y) vo fj(x,y) xUsusi
toromalorinin he¢ olmasa birinin olmadigi noqtads
diferensiallanan deyildir.
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18.4.3. Coxdayisanli funksiyanin yUksak tartibli
xususi toramalari.

OWVolco o oblastinda toyin olunmus ikidayisonli
W=f(x,y) funksiyasinin yiiksoktartribli xtsusi téromolo-
rini tayin edoak.

Aydindir  ki,ikidoyisonli  W=f(x,y) funksiyasinin
fu(x,y) vo f,(X,y) xtsusi toromolori do x vo y dayisonlori-
nin funksiyalaridir.Buna goéro onlarin da xiisusi téromolo-
rindondanimagq olar.

f(x,y) funksiyasinin birtortibli f,'(x.y) vo f,/(X,y)
xususi toramolarinin X, y argumentina nazaran téromale-

rino f funksiyasinin ikitortibli xtsusi téromolori deyilir vo
02f_ ¢ o
P f " x(Xy) (ardicil olaraq iki dofo X-o nozaran

tOromo alinir)

0%f < .

pop =f "(X,y) (avvalco x-2 nazaron sonra iso y-o
nazaran toromos alinir)

0%f _ ¢\ .

—=f X vVvalca y-o nazoaran, sonra isa X-

55 ox w(X,y)  (evvalcoa y-o nozaron, sonra iss X-o
nazaran toromos alinir)

o2f _

P =f "yy(X,y) (ardicil olaraq y-o nozoron iki dofo
toromo alinir) kimi isaros olunur.

Funksiyanin ikitortibli xususi tOromalorinin X vo y
arqumentlorina noazoran tOromoalorino onun Ugtartibli xU-
susi toromoalari deyilir vo

3f o3 93t  93f

9x3 9x? dy'dxdyoax'oxay?’ "
kimi igara olunur.Funksiyanin (m-1) tortibli xtsusi toro-
mosinin toramasi onun m tortibli xdsusi toromasi olar.
Verilmis funksiyanin avvalca k dofo ardicil olaraq X-o
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nazoaran,sonra isa (M-k) dofa y-a nazaran téromasi hesab-
landigda onun m tortibli xususi tdromasi alinar.
Eyni gayda ilo n doyisonli W = f(x;, Xo Xn)
2

funksiyasmln birtartibli i, ikitortibli JUctortibli
dxy X dx;
—(k, 1, J=1, 2, . .. ,n) va s. xususi téromalarindan

axk axl 0j
danigmagq olar.

Verilmis funksiyanin miixtalif arqumentlorine nozoaran
almmug  yiiksoktortibli toramalarino onun qarigiq xiisusi

toromoaloari deyilir. Ik1d9y1$9n|| f(x, y) funksiyasinin iki adod

ikitortibli ot Vo ot arisl toromalori var

ikito oy 2 oo s1q xuisusi toromaloa :
Misal. W = x%9 funksiyasimn ikitortibli xUsusi

tdromoalorini hesablamali.

oW ow
= 2xe™ + yx% vo — = x%"
6X dy
oldugundan
0*W _ , xy Xy 2 e
Fro 2e™ + 4yxe™ + y*x
92W _ 3X26Xy + yX exy
0x 0y
W 2,_xy 3.xy
= 3xe” + yX
3y 9% 3x‘e yx'e
o*W_
x*e® olar.
(?y2 )
Buradan gorundr ki, W = x% funksiyasinin
ikitortibli qarisiq xiisusitoramalari barabardir:
9°W _ 9*°W
= = 3x%™ + yx3eY.
0x0dy 0yodx

Bununla slagodar olaraq bels bir sual garsiya ¢ixir:
¢oxdoyisonli funksiyanin miixtoalif arqumentlors nazaran
diferensiallanmasinin naticasi diferensiallanmanin névbo-
sindan asilidirmi ? Bu suala asagidaki teoremla cavab ver-
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mok olar.

Teorem (Svars). (Xq , Yo ) n6gtasinin miayyan at-
rafinda W = f(x , y) funksiyasmn ikitortibli qarisiq xii-
susi toramalari f (X y) vaf (X y) varsa va (Xo,Yo)
noqtasinda kasilmayandirsa, onda hamin ndgtada onlar
bir-birina barabardlr

xy (X0 Yo) = f yx (X0 Yo) - 1)
Isbati. Arqumentlere elo Ax vo 9 Ayartimlar1 verak
Ki, (Xo +Ax Yo +Ay ) noqtssi (Xo Yo) nogtssinin teoremdo
gostorilon otrafina daxil olsun . Bu halda
A= T (Xo+Ax Yo +Ay ) - f (X +AX Yo) -

(X0, Yo +Ay )+f(Xo,Y0) )
ifadasini @(x) = f(x,yo + Ay ) - f(X, Yo) funksiyasi
vasitosilo

A=@(Xo+AX)-0(Xo) ®3)
Kimi yazmaq olar . (3) forgino Lagranjin sonlu artim
haqqindaki teoremini tathiq etsok
A= (Xo+0:4,)A%, 0< B;<1voya
A=[f" (%o + 814%,yo + Ay) — {4 (Xo + 0:4%,y0)]Ax  (4)
baraborliyini aliriq. (4) fargins isa y doayisanina nazaran
Lagranj teoremini totbiq etmok olar .
A=f,(Xot01A%, yo + 6,Ay)AxAy,
0<B;<1, 0<0,<1 (5)
(2) ifadssi Uzorindo apardigimiz omoliyyati ovvalco
y, sonra isa X dayisonina nazaran aparsaqg onda,
=fyx (X0 +034%, yo +0,Ay) AxAy,
0<B;<1, 00B,<1 (6)
(5) va (6) borabarliklarina asasan
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fiy ( (Xot 014%,y0 + 0,4y) = £y (Xo+ 034X, y, + 0,4y
alimar. Bu boraboarlikdo Ax - 0,Ay — 0 sortindo limito
kegsok Vo ikitortibli qarisiq xiisusi toromoalorin (Xo = Yo)
noqtasinds kasilmaz oldugunu nozars alsaq
fiy (X0,Y0)=fyx (Xo,¥0)

alinar.

Natico 1. f(x,y) funksiyasimn ikitartibli qarisiq
xususi toramalari o oblastinda Kkasilmayandirsaonda
hamin oblastda

(7)

olar, yani muxtalif arqumentlara nazaran ardicil dife-
rensiallanmanin naticasi diferensiallanmanin novbasin-
don asih deyildir .

Natica 2. f(X,y) funksiyasinin ¢ oblastinda n tarti-
ba goadar butln xtsusi téramalari varsa va hamin ob-
lastda kasilmayandirsa onda onun m tartibli (m< n)
garisiq xiisusi toramalarinin giymati muxtslif arqu-
mentlara nazaran ardicil diferensiallamanin novba-
sindan asih deyildir .

0"f(x,y) 0"f(x,y)
axkaym—k o aym—kaxk

Belo tokliflor istonilon sayda doyisonin funksiyasi
uclinds dogrudur.

"' (X,y)=fyx""(X,y)
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XIX FOSIL. COXDOYISONLI FUNKSIYANIN
LOKAL EKSTREMUMU. iIKiDOYISONLI
FUNKSIYANIN LOKAL EKSTREMUMUNUN
TAPILMASI

19.1.Coxdayisanli funksiyanin lokal ekstremum
noqtalari

Forz edoak ki, f(x y) ikidayisonli funksiyadir.

Mo(Xo, Yo) NOQtasi iso funksiyanin toyin oblastinda
geyd olunmus noqtadir.

Torif 1.9gar M (X,,Y,) noqtasinin har hansi

atrafinda

FO6y) < (X, ¥o) )
sorti Odonilorsa, onda M (X,,Y,) noqtasino Z = f(x,y)
funksiyasinin maksimum néqtasi, bu funksiyanin hamin
noqtada aldigr f(X,,Y,) qiymatina iso onun maksimum

qiymati deyilir vo Maxf (x, y) kimi yazilir.




Torif 2. 9gar M, (X,,Y,) noqtasinin har hansi
atrafinda
Fy) 2 (X, Yo) 2
sorti Odonilirss, onda M (X,,Y,) noqtasine Z = f(x,y)
funksiyasimin minimum néqtasi, bu funksiyanin homin
noqtads aldigr f(X,,Y,) qiymating iso onun minimum qiy-
mati deyilir vo M inf(x, y) kimi yazihr. (Sokil 1)

Funksiyanin maksimum vo minimum qiymatlori
birlikds, onun ekstremum qiymaotlori adlanir.

19.2. Lokal ekstremumun varhgi ii¢iin zaruri vo
kafi sort

Teorem 1. (Lokal ekstremumun varhgi ii¢iin zoruri
sort). Ogor Z=f(x,y) funksiyasimm M (X,,Y,)
noqtasindd ekstremumu varsa, onda homin néqtads

funksiyanin ya birtortibli xiisusi toromoalorinin hor ikisi
sifra barabordir, yani

fx(X07yo):0 ’ f;(xo,y0)=0 (3)
yaxud da bu xiisusi toromolordon hec¢ olmazsa biri (hor
ikisi do ola bilor) yoxdur.

(3) miinasibatini 6doyon noqtalora, Z = f(x,y)
funksiyasinin stasionar noqtolori deyilir. Funksiyanin
stasionar vo Xxiisusi toromolorinin olmadigr (vo ya
sonsuzluga borabor oldugu) noqteloro birlikdo bu
funksiyanin bohran va ya kritik néqtolori deyilir.

Teorem 2. (Lokal ekstremum varhgi iiciin kafi sort).
Tutaq ki, M,(X,,Y,) kritik noqtasi otrafinda Z = f(x,y)
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funksiyasimin ikitortibli (ikinci tortib daxil olmaq sorti
ilo) kasilmoaz xiisusi toramalori vardir.
Asagidaki ifadoys baxaq:

D(xy) = fLxy)- Fo 6y - [ 9 ]

4
Bu halda :
1) D(X,,Y,) >0 oldugda Z = f(x,y) funksiyasinin

M, (Xy,Y,) noqtosindo ekstremumu vardir, hom do

f (X0 :¥0)<0 oldugda homin néqtoade maksimum,
yy(xo ;y0)>0 olduqgda iso minimum vardir;

2) D(x,,Y,)<0 oldugda M (x,,Y,) noqtesinda
Z=f(x,y) funksiyasinin ekstremumu yoxdur;

3) D(X,,Y,) =00ldugda iso Z=f(x,y) funksiyasinin
ekstremumunun olma masalosi agiq qalir (yoni ekstre-
mum ola da bilor, olmaya da bilar).

Oxsar gayda ilo (3) va (4) sortini iki vo daha ¢ox
doyisonli funksiyalar {i¢iin do sdylomok olar. Masalon,
bunu tigdayisonli U =u(x,y,z) funksiyasi ii¢iin gostorak.
Bu mogsadls asagidak: kimi isarolomolor qobul edok:

o°u o%u

ox2 M =ad, 8y2 m, =ay ,
o%u o%u

oz2 M =3ay3, oxoy m, — Q12 = 31 5
o%u 02

u
Cag=ay, 2t o
oX07 Mo 13 31’6xay mg 237432,
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alla'l?_a‘l3

a1,
> A= a,,8,,8,3

a‘21a22

o=

a31a32a33
1) My(Xy,Ys,2,) - bOhrannoqtasindo
a,>0, >0, A>0 (5)
oldugda bu néqtads funksiyanin minimumu,
2) My(Xy,Yy,2,) - bohran noqtoesindo
a,<0, 0>0, A<O
oldugda iso bu ndqtads funksiyanin maksimumu var-
dir.

Asanliqla gostormok olar ki, agor Z = f(x,y) qa-
pali G oblastinda toyin olunmus va kosilmoyon funksi-
yadirsa, onda bu funksiya homin oblastda 6ziiniin on
kicik vo on bdyiik giymotini alir. Bundan slavo homin
sortlor daxilindo funksiya 6ziiniin on bdyiik (on kigik)
giymaotini ya stasionar noqtolordo, yaxud da oblastin
sarhad noqtalorinds alir.

Belalikla, Z = f(x,y) funksiyasinin G oblastinda
an boyiik vo an ki¢ik qiymatini tapmaq ti¢iin:

a) bohran noqtolorini (oblasta daxil olan) tapib,
homin néqtalords funksiyanin qiymatini tapmag;

b) bundan sonra funksiyamn sarhad néqtalorindaki
an boyiik vo an Kicik qiymatini tapmaq (bu birdoyisonli
funksiyada oldugu kimi tapilir).

¢) tapilmus biitiin giymotlordon an bdyiiyii vo on
Kic¢iyini secmok lazimdir.
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XX FOSIL. COXDOYIiSONLI FUNKSIYANIN
QLOBAL EKSTREMUMU. SORTI EKSTREMUM

20.1. Coxdayisanli funksiyanin global ekstremumu

Forz edoak ki, z = f(x,y) funksiyas: qapali mahdud o
oblastinda toyin olunmus kosilmayan funksiyadir.Onda
kosilmoyan funksiyasinin xassasine goro onun hamin ob-
lastda sonlu doqiq asagi sorhadi va sonlu dogiq yuxari
sarhadi var va bu sarhadlarin har birini hamin gapali ob-
lastin he¢ olmasa bir ndqtasinds alir.

Bu halda f funksiyasinin doqiq asagi sorhadi onun
ooblastinda an Kicik giymati , doqiq yuxart sarhadi iso o
oblastinda onun on boylUk qiymati olar. f funksiyasinin o
oblastinda on boyuk qiymati onun homin oblastda
maksimumu (vo ya maksimal giymati), an Kigik qiymati
iSo hamin oblastda minimumu (va ya minimal giymati )
adlanir.

Funksiyanin qapali o oblastinda maksimumuna
va minimumuna birlikds onun global ekstremumu
deyilir. Funksiyanin lokal ekstremumu ndqtolorin yaxin
otrafina aid oldugu halda, onun qlobal ekstremumu
bitiin oblata aiddir, yani global ekstremum btin oblasta
nozoron goturalir.

Funksiya o oblastindaki maksimal gqiymatini ya
oblastin daxili noqtasinda, ya da oblastin sarhad noqto-
sinda (oblastin konturu tizorinds) alir. ©gor funksiya o
oblastindaki maksimal giymatini oblastin bir daxili ndqte-
sindo alirsa, onda homin nogto onun lokal maksi-
mum ndqtasi olar.
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Funksiya o oblastindaki minimal qiymatini do ya
oblastin sarhad ndqtasinds, ya da lokal minimum noqgtasi
olan daxili noqgtodo alir.

Belalikla, funksiyanin gapali mohdud o oblastinda
global ekstremumunu tapmagq ti¢lin asagidaki qayda alinir:
funksiyanin o oblastindaki biitiin béhran noqtslori tapilir,
funksiyanin bu noqtolordoki qiymatlori vo oblastin sor-
hadi zarindaki an boyiik va on Kicik giymati hesablanir.
Bu giymatlorin on kigiyi funksiyanin ¢ oblastinda mini-
mumu, an boyuyu iss funksiyanin o oblastinda maksimu-
mudur.

Misal .

-1<x<1
—2<y< 2)
diizbucaqlisinda global ekstremumunu tapmali.

Funksiaynin o oblastinin daxilindo yerlogon yegana
bohran noqtesi vardir: 0 (0,0).Bu noqtods funksiya lokal
minimum giymat alir:

z = x? + y? funksiyanin o = (

Zsmin = 0.

Funksiyanin AB, BC, CD vo DA pargalar1 tizarinds
(sokil 1) on kigik qiymoti uygun olaraq 1,16, 1 vo 16-
dir.

7

812 C(1.2)

5 @) sakil 1.
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Funksiyanin AB, BC, CD va DA pargalar1 tizarinds
on boyluk giymati iso 17-dir.

Demali, o oblastinin ABCD konturu tizorinda funk-
siyanin an Kigik giymati 1 vo on boyik giymati iso 17-
dir. Buradan aydindir ki , verilmis funksiyanin AB , BC,
CD vo DA pargalari lizarinda an Kigik o diizbucaglisinda
minimumu 0,maksimumu iss 17 adadina borabardir:

Zmin = 0, Zmax = 17.

20.2.Sarti ekstremum. Lagranjin geyri-muayyan
vuruglar Gsulu

Sarti ekstremum.

Coxdoyisonli funksiyalarin ekstremumunu tapar-
kon, sorbast doyisonlorin (arqumentlorin) iizorino heg
bir sort qoyulmursa, funksiyanin belo ekstremumu
onun sortsiz ekstremumu adlanir. Lakin praktikada
tez-tez elo mosalolorlo rastlasiriq ki, funksiyanin ekstre-
mumlarini arasdirarkon homin sarbast doyisonlorin {izo-
rino miloyyan sortlor qoymaq lazim galir.

Tutaq ki, hor hansi oblastda n - doyisonli
W = f(x,y,2,..,u,v) funksiyasi va bu doyisonlorls slagali

mdona (m<n)

F(xYyz..,uv)=07F,(xY,z,..,u,v) =0,
W Fa(%y,2,...,u,v) =0
tonlik verilmisdir. Bu tonliklor alagoe tonliklori adlanir.
Torifl. Tutaq ki, M,(X,,Y,,Zy,--Ug, V) VO onun hor
hans1 atrafi olan M(x,y, z,...,u,v) néqtasinin koordinatlar
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dlago tomliklorini 6dayir. Ogor biitin M(x,y, z,...,u,V)
noqtalori {iglin

(XY, 2,0, U, V) < F(Xg, YoiZgseens U, Vy)
voya

fF(OY, 2, U V) 2 F(Xg, YoiZgseesUgs V) )
Boraborsizliyi  6donilirss, onda W = f(x,y,z,...,u,V)
funksiyasinin - My (X,, Yo, Zg,--1Ug,Vy) noqtasinds  sorti
maksimumu (sorti minimumu) vardirdeyilir.

Sorti ekstremumun tapilmasi adi Laqranj funksi-

yasinin ekstremumunun tapilmasina gatirilir. Bunun

ticlin asagidaki kimi Loqranj funksiyasi tortib edilir.
L(X;, Xy yeees Xy Ay Ag s A ) = T (X Xy s X, ) +

m
+k§1ﬂ~k¢k (X Xp 00000 X))

burada A, (k = 1,_m] Lagranj vurugu adlanir.

Sarti ekstremum tiglin zoruri sort m+nsayda

OL(X4, X %) _ g (i :1_nj
oX; |

@ (X, X500y X, ) =0 (k=1,m) (1)
tonliklor ila ifada olunur ki, buradan da

Xis Xo yees Xoy Agy Ag ooy Ay
doyisonlori tapila bilor.

Burada Xx;,X,,..,X, sorti ekstremum ola

bilocok noqtonin koordinatlaridir.
Saorti ekstremum tgiin kafi sort Laqranj funksiya-
sinin ikitartibli

dZL(xf,x;,..., x;,/ﬁ,/f;_,,...,/I:n,dxl,dxz,...,dxn)
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diferensialinin  isarosinin  dyronilmosi ilo  baglh-
dir. Alinan hor bir (xlxzxnﬂi/lz/lm) qiymatlor
sistemi
dx,” +dx,” +...+dx > #0 olmagla
onbittly, ofcn] @
=1 oX

j

tonliyini 6dayir. 9goar dx;,dx,,...,dX, - in biitiin mimkiin
giymatinin hamisi eyni zamanda sifir deyilso, onda
dzL(x;,x;,...,x;,/1;,/1;,...,ﬂ:n,dxl,dxz,...,dxn)< 0

borabarsizliyi 6donildikdo homin noéqtods funksiyanin
minimumu vardir.
Xiisusi halda n=2 olarsa, Z = f(x,y) funksiyasi-

nin slaqo tonliyi ¢(x,y) =0, Laqranj funksiyasi

L%y, A) = f(xy)+2-0(xY)
soklindo olar.
Bu hal ti¢iin (1) sistemi ii¢ tonlikdon ibarat olur:

oL oL
—=O,—:0’ y =0 3
o 5 (X, Y) (3)

Tutaq ki, My(X,,Y,), 4, - bu sistemin istonilon halli
va asagidaki tic tortibli determinant ticlin

0 (P;((meo) (Ply(xo’yo)
A= _(P'X(XW yo) L;x(xw y01}”0) L;y(xo’ yO’}\’O
(P;,(Xo,yo) L;y(XO’yO7}\‘O) L"yy(XO’yO’}\‘O

1) A<0 sorti 6donorss, Z=f(x,y) funksiyasinin
M, (X,,Y,) noqtaesinda sorti maksimumu;
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2) A >0sorti 6danildikds iso, onun homin noqtads
sorti minimumu vardir.

Xiisusi toromolarin handasi tatbiglori.

1. Tonliyi x=¢,(t),y = @,(t),z = @3(t) kimi veril-

mis xatta, My(X,, Yy, Z,) noqtasinda (x,=¢4(t,), ¥y, =

@, (ty), zo = @3(t,) ¢okilmis toxunanin tonliyi
Xl_xo:yl_yozzv_zo (1)
21 (to) ?, (to) ?s (to)

soklindodir. Burada _%gp'iz #0 olmalidir.

2. Tonliyi x=g,(t), y=0,t), z=¢,t) olan xotto
M, (X, Yo, Z,) noqtesindo ¢okilon normal miistovinin
tonliyi
(01'(t0 )(X - Xo)"‘("zl(to)(y - YO)"' (03'(t0 )(Z - Zo) =0 (2)
kimidir.
3) Toxunma noqtesindo toxunan miistoviys per-
pendkulyar sathin normasi adlanir.
Tutaq ki, soth
F(xy,2)=0 3)
tonliyi ilo verilmisdir. Bu soth tizorinda M,(X,,Y,,Z,) noqtasi
gotiirak. Onda M (X,,Y,,Z,) noqtesinds toxunan miisto-
vinin tonliyi asagidaki kimi
Fx(xo'yo’zo)(x_xo)'i'Fy(xo’ymzoxy_YO)"' (4)
+F, (X5, Y0, 2o M2 -2,)=0

olar.
Homin ndéqtods sothin normalin tonliyi iso
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X=Xy _ Y=Y _ -1, (5)
F(oYoi2o)  Fy' (%0 Y0:20)  F' (%0, Y0120)
soklinds olur.
4) Mo noqtesinds satha toxunan mastavinin vo nor-
malin tonliyi.

Soth 6ziiniin Z = f(x,y) askar tonliyi ilo verilmis-

dirso, onda M,(X,,Y,,Z,) noqtesindo tozunan miisto-
vinin tonliyi

Z_Zozfx(XO'yo)(X_Xo)+ fy(XO’yO)(y_yO) (6)
soklinda, normalin tonliyi iso
X=X _ Y=Yy _I-1

f0y0) flGy) -1 )

soklinds olur.

5) Saviyya xatti .

Z = f(x,y) funksiyasinin eyni bir C ( C=const )
giymot aldigr miistovi noqtolorinin  hondasi yerino
soviyyo xotti deyilir, yoni

f(x,y)=C, C =const (8)

20.3. 9n kicik kvadratlar iisulu

Tobiotsunashiqda, xiisuson do kimyada, fizikada
va s. elmlordo aparilan tocriibs vo miisahidolorin natico-
lor1 empirik diisturlarin (tocriibadon alinan) kémoyi ilo
Oyronilir. Bu tip diisturlarin alinmasi {igiin totbiq edilon
“an kigik kvadratlar” iisulu on yaxs1 tisullardan biridir.
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Bu Usulun mahiyyati asagidaki kimidir. ©n kigik
kvadratlar Gisulu alinan belo diisturlarin on yaxsi tisulla-
rindan biridir.

Forz edok ki, iki x vo y komiyyotlori arasinda
asililiq yaratmaq tolob olunur. Tutaq ki, n sayda toc-
riibo aparimig, x vo y-in aldigr qiymotlor arasindaki
asililiq cadval soklinds alinmigdir.

X X, X, X, X

n

Y1 Y2 Ys Y

X, vo Y - yo (i = 1,_n) miistovi iizerindo diizbucaql
dekart koordinat sistemindo gotiiriilmiis
Ml(xl’ yl)’ MZ(XZ’ y2)""’ I\/In(xn’ yn)

noqtoalorin koordinatlar1 kimi baxacagiq.
Forz edok ki, bu ndqtolor hor hansi diiz xott
tizorinda vo ya ona ¢ox yaxin yerlogsmisdir (sokil 1).

y 4
Hn
- S
. r‘,n”(— e /,_/‘.'—
e ¥ih _.__/V ]
el I
M ) ‘r,t’ - ¢
e | y
My
o) @
|
Sokil 1.
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Odur ki, tobii olaraq y vo x arasindaki asililiga
xatti asililig kimi baxmagq olar, yoni y-9 x-in

y=ax+b @

soklindo xotti funksiyas1 kimi baxmaq olar. Burada a

vo b tapilmasi lazzim olan hor hansi sabitlordir

(parametrlordir). Aydindir ki, (1) ifadosini
ax+b-y=0 (2)
kimi yazmagq olar. Belaliklo, (2) baraborliyindo x; vo ;

-nin (i = 1_n) cadval giymatlorini nazors alsaq, asagidaki
boraborliklori alariq:
ax, +b-y, =¢
ax, +b-y, =¢,

3)

ax, +b-y, =¢,
Aydindir ki, tacriiba naticasinda alinan ; (i :L_n)

giymaotlori ilo axtarilan (1) funksiyasinin X, (i =l,_n) noq-
tolorindoki aldigi qiymatlor ist-iisto diismiir. Odur ki,
homin giymotlorin meyli (kigik xata) ¢, ¢,,...,&, ilo isara
edilmisdir. Belo talob qoyulur: a vo b omsallarini elo
secmok lazimdir ki, bu xotalar (meyllor) imkan
daxilindo miitloq qiymotco kigik olsun. On kigik
kvadratlar isuluna osason a vo bomsallari elo segak
ki, bu xotalarin kvadratlar1 comi miimkiin godor kigik
olsun, yoni

U=g’+¢& +..+¢g, 4)
on kicik olsun. (3) boraborliklorini (4) boraborliyindo
nozars alsaq, yazariq:
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U:(aX1+b_y1)2+(aX2+b_y2)2+'"+(axn+b_yn)2 (5)

Qoyulmus toloba gore U doyisoni iki a vo b dayi-
sonlorinin funksiyas1 olur.

Demoli, qoyulan masalonin halli (5) barabarliyi ilo
toyin olunan U(a,b) funksiyasinin minimum giymot al-
dig1 noqtalorin tapilmasina gotirilir. Bunun {igiin

Mo, Hoo (6)
oa ob
sortlorinin  6donilmoasi zoruridir. U(a,b) funksiyasinin
a vo b -yo nozoron xiisusi toromolorini tapib sifra
borabar etsok
aYiL xf +bXL x; = XL Xy
ol T 0 S X S ™)
aXisixi+tb-n=Xly

n

xS XX
alariq. Bu sistem iigiin A = [ = 1#0
XX, N

i=1
olmasi aydindir. Demali, sistemin yegana halli var va
sistemin halli

A A
a=—1t, b=-% (8)
A A
kimi tapilir. Burada A, vo A,
n n n 2 n
A = ié:l Xi yi iz=:1 Xi A — iz=%l.xi i Xi yi
17 |n ! 2 7 |n n
=R 2% By
soklindadir.

Qeyd etmok lazimdir ki, namoalum funksiya tokco
y = ax +b xotti funksiya soklinds deyil,
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y=ax’ +bx+c, y=ox’, y=a, +a,sinx+a,cosx,.
va s. soklindo do ola bilor. Masalon, namoalum funksiya
kvadratin funksiya oldugda empirik diisturdan para-
metrlorin oan ki¢ik kvadratlar tisulu ilo toyin olunmasina
baxag.
Tutaq ki, x vo y arasinda tocrilbbo noticosindo
alinan asililiq asagidaki codval soklinds verilmisdir:

X X X, Xy X,

y Y1 Y, Ys Yn
Forz edok ki, (x,Y, )(I :L_n) ciitlorino miistovi tizorindo
(Dekart koordinatlarda) M,(x,y, M, (X, Y, )M, (x.y,) nog-
tolori uygundur. Bundan slavo forz edok ki, bu néqtolor
y=ax’+bx+c
parabolasi iizorindo vo ya onun yaxin oatrafinda yerlos-
mislor (sokil 2). Burada a,b,comsallar1 tapilmasi lazim
gaolon parametrlordir
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Yuxarida oldugu kimi x vo y dayisonlorinin cad-
voldoki giymatlorini yazib, a,b,c parametrlorini tap-
maq liglin asagidaki tonliklor sistemini alariq:

n n n n
arXrx' +bIx’+cIx’ =X y,x?
i=1 i=1 i=1 i=nl

n n n n
a_;lxi3+b§lxi2+c§lxi =2 Y% 9)

n n n
aXx +bIx +c-n=2y,

Asanligla gostormok olar ki, (9) sisteminin yegana
holli vardir. Bu sistemdon a,b,c- ni tapib, (8) baraborli-

yindo yerind yazaraq, tocriibonin empirik diisturunu
tapariq.

Niimunavi misallar holli
1.Asgidaki funksiyanin toyin oblastin tapin.
Z=arcsin&1
Holli:Funksiyanin monasi olmasi {igiin

1< YTl
X

olmalidir. Buradan da yazmaq olar:

1) 1-x<y<1+x olur, x>0 olduqda;

2) 1+x<y<1l-x olur, x<0 oldugda(sokil 1)

2 .Funksiyanin toyin oblastini tapin:

Z=,/9 — x? —y?
Hoalli:
Kvadrat kokiin manasi olmasi tigiin
9-x* -y’ >0 x> +y* <9

olmalidir. Bu morkozi koordinat baslangicinda vo
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radiusu R =3 olan ¢evra vo onun dairs hissasindon iba-
rotdir (sokil 2).

Sakill. Sakil 2.

3.Asagida funksiya tgiin f(00), f(L1), f(21), f@2) he-
sablayin.
X+y-2
f(x,y)=——-"—

(x.y) x> +2y? +5

Hoalli: Verilon funksiyanmn xiisusi qiymaotlorini ta-

paq:

0+0-2 2
f(00)=—————=——;
(00) 0°+2-0°+5 5
1+1-2 0
(L) 1°+2-1*+5 8
2+1-2 1
fel)=——"——=
21 2242145 11
1+2-2 1
f2)=—"—""-——=—.
€2) 1°+2-2°+5 14

4 _ 4
4 Verilmis f(x,y)= X4 :
X

; -funksiyasmin x-0, y-0 -

sartinds limiti varmi?
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Halli: Tutaq ki, M(x,y) noqtasi M,(0,0) noqto-
sino yaxinlasir. x vo y-in doyismosini y =kx diiz xatti
boyunca gotiirak:

Xyt x'—-k*x* . 1-k* 1-k*
lim—, =lim 2 =lim 7= 7
0 x* 4+ y* X—>0X +k*x" =01+k 14X
y—0

Gorindiyi kimi k -nin segilmasindon asili olaraq
limitin naticosi miixtalif adadlor olacaqdir. Odur ki, ve-
rilmis funksiyanin x—0, y—0 sortinds limiti yoxdur.

5. Limiti hesablaym

Ilng —y
o XY

Hoalli:9vvalco asagidaki limitlors baxaq:
- (Lox=y)

lim{ lim f =lim| | =1
XILT(])( im f(x, y)) le)(ylgg x+yj ;
Iim[lim X= yj —1.
y—>0| x-=0 X + y

Aydindir ki, n— oo gortindo

11 Co 21

{Xn’yn}_{ﬁ’ﬁ}’ {men}_{ﬁ’ﬁ}

ardicilliglar MO(O,O) noqtosing yigilir. Lakin funksiya-
nin uygun qiymotlor ardicilligimiixtoalif limitlora y1gilir:
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{f (% ¥} =10} >0, {F 0, y,))= _>%

.S |w|s |k

y—0

Bu o demokdir ki, n — oo sortinda lim f(x,y) limitiyoxdur

6. Limiti hesablayin.
sin xy

lim
2 X
f(x,y)= Mfunksiyaa M,(02)
X

Halli: Aydindir ki,

noqtesinda toyin olunmamisdir
funksiyani y-o vuraq vo hom do bélak
_sinxy

sinxy ysinxy
. X Xy Xy
Indi limits kegak:
lim S _ i -Sm—xy=2[limsm—xy=1],
csox et oy Uy
7. Verilmis
X2y2

f(x,y)= 5
) x2y? +(x—y)

funksiyasi {li¢iin Iirr(} f(x,y) limiti varmi?

y—0

Halli :9vvalco tokrar limitlori hesablayaq
2

2
(Ilm Xy

Ilm[llm f(x, y)) lim

x—0
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20 x2y% 4 (x - y)°

)

y#0 olmagla bu

0,



(. . x’y?
il )t | o

Demali, Ixm(lylm)f(x, y)jzlylm)(lxlm f(x, y)):O olur.
Indi ikigat limitin olubolmadigim aydinlasdiraq. Bu

mogsadlo {xn,yn}z{%,%}, {xnyn}z{%—%} - ardicil-

higlarina baxaq. Bu ardiciliglar n—o - sortindo
MO(O,O) noqtesine yi1gildig1 halda, funksiyanin uygun
giymatlor ardicilligi miixtolif limit qiymatlori alir:

1 1
_n* y —_n
f(x,,y,)= L f Xy, =770 (n — )
n* nt 7
Demoli, M (X, ¥) limiti yoxdur.
x—0
y—0
8.Verilmis funksiyalar iigiin
lim lim lim lim
X = o0 (Y S 10 Y))Vax - 0 (y oo 1 ”)

limitlorini hesablayin.
_x*4y? i X
) 100)=52%: b) f(x,y)=sin ;o
Holli :
a) x#0, y#0 olduqda yazariq:
i 2,42 i 41
lim ( lim x2+y4) — lim ( lim v ):o;
X—00 y—> 0 x“+y X—00 y—>o© X 2

X

N

<
N
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2

- y

) lim  x2+y? . lim 14z
lim ( > 4) = lim X =L

y—-© X —> 00 Xty y—oo X — 00 1+i_2

b) Verilmis funksiya hor bir qeyd olunmus x-o
nazoaran y-in va har bir geyd olunmus y-2 nazaran isa X-in
kasilmoaz funksiyasidir.

9.ikiqat limitin hesablayin:

. X +
lim > y 5
e XT =Xy +Y

Hoalli: Aydindir ki,

(x—y)P20=x2 —xy+y?>xy
Odur ki, x#0,y =0 olmaqla yazariq:

O£2x+y2_x+ygii
X5 —xy+y xy |yl ¥
Buradan da ¢ixir ki,
i =y y s Y
Beloliklo, lim———Y -0 olur.

Xt =y
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XXI FOSIL. DIFERENSIAL TONLIKLOR . TORIF
VO ANLAYISLAR. KOSI MOSOLOSI

21.1.1.Tarif vo iimumi anlayislar

Namolum funksiyanin téromasi verildikds onu integ-
rallama vasitasilo tapmag olar. Bir ¢cox hallarda isa funksi-
yanin téromasi deyil, axtarilan y funksiyasi, X arqumenti
Vo Y funksiyasinin X-9 nozarony’,y’’, ...... y™ téromalori
arasinda miioyyon asilliliq verilir. Bu asilliligdan homin
namolum funksiyani tapmaq tolob olunur. Belo moso-
lalorla diferensial tanliklor nazariyyasinds masgul olurlar.

Torif. Ixtiyari x doyisoni, onun y=y(x) funksiyasi
va bu funksiyamm homin X doyisanina nazaran
V.V, y® téramolari daxil olan tanliya adi dife-
rensial tanlik deyilir.

Iki vo ya cox sayda doyisonden asili olan funksiya vo
bu funksiyanin hamin dayisanlora nozaran xususi téroma-
lori daxil olan tonliys iso xUsusi toramali diferensial tan-
lik deyilir.

Diferensial tonliyo daxil olan on yuksoktartibli toro-
monin tartibino hamin diferensial tonliyin tartibi deyilir. n
tortibli adi diferensial tonlik iimumi sakilda

F&Xyy,y’, ... ,y(“)) =0 (1)
Kimi yazilir. Maslan,
y +4xy+3 =0
A
3y +2y +xy+5=0
tonliklori uygun olaraq birtartibli va ikitortibli adi diferen-
sial tonliklardir.

342



(1) diferensial tanliyinix-in E ¢oxlugundak: biitiin
giymeatlarinds 6dayan har bir y = ¢(x) funksiyasina ha-min
tonliyin E c¢oxlugunda hoalli deyilir. Bu, o demokdir Ki,
y = ¢(x) funksiyasmi vo onun ¢’(x), ¢ (%), ...0"™ (x)
toromalarini (1) tonliyinds yerina yazdigda homin tonlik E
coxlugunda x-o nazaran eyniliys gevrilir:

F[x, 0(x), @’ (x), 9" (), ... .., @™ (®)] = 0.

Verilmis diferensial tonliyi 6doyan funksiya geyri-as-
kar vo parametrik sokilda do verilo bilor. Bu halda hamin
funksiyaya bazon diferensial tanliyin inteqrah deyilir.

Biz golocokdo diferensial tonliyin halli vo inteqrali
istilahlarinin ikisini do (heg bir forq qgoymadan) islodacayik.

Masalan,y = e* voa y = e™* funksiyalarinin har biri
bltln odad oxunda

y'-y=0 (2)
Diferensial tonliyinin hallidir:
(e¥)”" —e*=0, (e )" —e*=0.
Umumiyyatla, C; vo C, sabitlorinin istonilon giymot-
lorinda
y=C;e*+Ce™*
funksiyasi biitiin odod oxunda (2) tonliyinin hoallidir:
(Cie*+ Cye™)”" — (Cie* + Ce™™) = 0.

Buradan aydindir ki, verilmis diferensial taniliyin bir
necs Vo hotta sonsuz sayda halli ola bilar.

Verilmis diferensial tonliyin bitun hallorini tapmagq va
onlarin xassoalorini 6yronmok diferensial tonliklor nazoriy-
yasinin asas masalasidir. Diferensial tonliklorin halli  ¢ox
zaman funksiyalarin inteqrallanmasi vasitosilo tapilir. Buna
gora do diferensial tanliyin hoallorinin tapilmasi amaline ¢ox
zaman diferensial tanliyin inteqrallanmas deyilir.
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Diferensial tonliklor nazariyyasinin boyiuk elmi vo
praktik oshamiyyati vardir. Fizika, mexanika vo s. bu kimi
mixtalif elm saholorinin vo texnikanin bir ¢ox miihiim
mosalalarinin halli diferensial tanliklara gatirilir.

Bunu iki misal Gzarinds izah edok.

Misal 1. Kitlesi m olan maddi ndgte muayyan yik-
saklikdan agirliq qiivvasinin tasiri ilo sarbast diisiir. Hava-
nin miiqavimatini nazara almadan noqgtanin harakat ganu-
Nnunu tapmali.

Hoalli. Hoarokot edon ndqtoys tosir edon F qulvvosi
onun harokatinin a tocili vasitasilo

F =ma 3)
kimi tapilir (Nyutonun ikinci ganunu). Noqtoys ancaq
agirliq qlivvosi tosir etdiyindon F = P = mg olar. Horokot
edon cismin tacili isa gedilon moasafonin zamana gors iki-
tortibli toromasi

d’s@)
= F =S (b).
oldugundan (3) barabarliyini
m-S”7(t) = mg
Vo ya
S'H=g (4)

Kimi yazmagq olar.

(4) borabarliyi axtarilan S(t) funksiyasina nazaron ikitor-
tibli diferensial tonlikdir. Yoxlamaq olar ki, bu tonliyin
halli

2
S =&+ Cit+ (5)
funksiyasidir. Horokot edon noqtenin baslangic siirati
S’(0) =V, vo baslangic masafasi S(0) = S, malum ol-

344



dugda (5) funksiyasina daxil olan ixtiyari C; vo C,
sabitlarini tapmagq olar:
Ci =VyvaC, =S,
Bu halda maddi ndqtenin harokat ganunu asagidaki
Kimi yazilir:

tZ
S(t) = gT + Vot + S

21.1.2. Birtartibli diferensial tanlikar vo onlarin
handasi monasi

Birtortibli diferensial tonlik timumi sokildo
Fx,y,y) =0 1)
kimi yazilir. Bu tonliyi axtarilan funksiyanin y” téromasino
nazaran hall etmok mimkin oldugda
y =fxy) (@)
soklindo toramaya noazaran hall olunmus birtaruolii
diferensial tanlik alinir.
Toromaya noazaran hall olunmus birtartibli diferensial
tonliyi, homiso
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (3)
diferensial soklindo yazmaq olar. Dogrudanda, (2) tonliyi-
ni

d
d—z = f(x,y), f(x,y)dx —dy =0

kimi yazmaqg olar. Burada M(x,y)=f(x,y) va N(x,y)=-1
gobul etmakls (3) soklinds diferensial tonlik alinir.

Tarsing, (3) soklinda diferensial tonliyi N(x,y) # 0
olduqgda
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_ M(X'Y) ( 4)

N(xy)

M(x,y) # 0 olduqda iso
dx  N(xy) (5)
dy  M(xy)

soklinda yazmagq olar.

Belalikla, N(x,y) # 0 oldugda (2) va (3) tonliklori
eynigucli olar. Umumi halda iso (3) tonliyi iki tonliklo: (4)
va (5) tanliklari ila eynigucluddr.

Birtortibli diferensial tonliyin (3) diferensial saklinin
ustun cohoti ondan ibaratdir ki, orada x va y doayisonlori
eyni hiiququludur, onlarm hor birini arqument va ya funk-
siya hesab etmok olar.

Moalumdur ki, diferensial tonliyin halli y = ¢(x) as-
kar sokildon basqa geyri-askar vo parametrik sokillords do
verilo bilar.

ogor

dx,y) =0 (6)
tonliyi vasitasilo tayin olunan geyri-askar y=y(x) funksiya-
st (1) tonliyini 0dayirss, yoni x-in miayyan E ¢oxlugunda-
ki biitiin giymatlorinds F[x,y(x),y’ (x)] = 0 eyniliyi 6danilirss,
onda deyilor ki, (2) tonliyinin halli (6) tonliyi vasitasilo
geyri-askar sokilda verilmisdir.

(1) tonliyi hallinin

=@M, y=y(@
parametrik sokilda verilmasi o demokdir ki, t-nin mioayyan
(a, B) intervalindaki biitiin gqiymatlorinda

WO _
Flo®,w, | =

eyniliyi ddanilir.
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21.2. inteqral ayrisi. izoklin ayrilari

Indi
y =f(x,y) 1)

tonliyinin hondasi monasini izah edok. Bu mogsadlo forz
edok Ki, X vo y mistovi nogtoesinin koordinatlar1 va
y = @(x)funksiyasi (1) tonliyinin hallidir. y = ¢(x)funksi-
yasmin qrafiki miistovi Uzarinda bir ayri olar. Bu ayriys
(vo hom da (1) tonliyinin inteqralinin grafikina) (1) tonliyi-
nin integral ayrisi deyilir.

Aydindir ki, inteqral oyrisi kasilmoyandir vo onun
har bir ndgtasinds toxunani var.

Forz edok ki, (1) tonliyinin sag torofindoki f(x,y)
funksiyasi hor hansi ¢ oblastinda toyin olunmusdur vo

onun batun nogtalorinda sonlu giymotlor alir. Ogor
(x,y) € o nogtasi (1) tonliyinin integral oyrisi Uzorindos
yerlasirso, onda homin ndqtods integral ayrisino ¢okilmis
toxunanin bucaq omsali y” vo ya (1) boraborliyino gora
f(x,y)olar: tga = f(x,y). Buradan integral oyrisina (X,y)
ndqgtasinds ¢okilmis toxunanin absis oxundan meyl bucagi
tapilir: o = arc tgf(x, y).

Indi hor bir (x,y) € o nogtesindon absis oxu ilo
a = arc tg f(x,y) bucagi omoalo gotiron ox isarasi ¢okok.
Belalikls, (1) tonliyinin sag torofi vasitasilo o oblastinda
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Sakil 2.
istigamotlor meydani toyin olunur (sokil 1.). (1) tonliyi
gostarir ki, integral ayrisinin har bir négtasinds toxunanin
istigamati uygun noqtodo meydanin istiqgamati ilo Ust-Usto
diisiir. Inteqral oyrilori biitiin basqa ayrilordon elo bu xassa
ilo farglonir. Demoli, diferensial tonliyi hall etmak, hondo-
si olaraq elo ayri tapmaq demakdir ki, bu ayrinin istonilon
ndgtosinds toxunaninin istigamoti uygun noqtodo meyda-
nin istiqgamati ilo Ust-Usto diisstin (sokil 2.). Belo ayrilar
¢ox olur. Onlar mioyyan ayrilor ailasini (integral ayrilori
ailosini) toskil edir. Bu ailodon mioyyan oyri ayirmaq
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Ucn homin oyrinin kegdiyi bir (xq,y,) nogtesi ve-
rilmalidir.
Misal 1.
d
—==(x#0). (2)
- .dX- X - - -
Bu tonlik vasitasils tayin olunan istigamatlor meyda-

n1 3-cii sokilda gostarilir.

7 b
i // : \\ \\\
/ i \\
}
Sakil 3.

Aydindir ki, koordinat baslangicindan ¢ixan vaistani-
lon (X,y) noqtesindon kegon har bir diz xattin istigamati
homin ndqtado meydanin istigamati ilo Ust-Usto diisiir. Bu
gOstorir ki, y=Cx duz xatlori (2) diferensial tonliyinin in-
tegral oyriloridir.

Verilmis diferensial tonliyin integral ayrilorinin necs
yerlosdiyini tasavvir etmok vo hom do inteqral ayrilorini
togribi qurmaq tcun izoklinlor (borabar meyilli xatlor)
usulundan istifado etmok olar.

Inteqral ayrilorinin eyniistigamatli nogtalori coxlugu-
na istigamatlor meydanimin izoklini deyilir. (2) tonliyi-
nin integral ayrisinin istigamatini (yoni, toxunanin bucaq
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omsalin1) y'=k ilo toyin etsok, onda bels isitqamati olan
noqtalor
f(xy) =k 3)
sartini ddoayan noqtalor olar. Demali, (3) tanliyi istigamatlor
meydaninin y'=k istigamotine uygun olan izoklinin ton-
liyidir. Burada k-ya muxtalif qiymatlor verdikdo muxtalif
izoklinlar, yani (1) tenliyi tG¢ln izoklinlar ailasi alinur.
Tutaq ki, k-nin bir-birina ¢ox yaxin kq, Kk, ... ... Ky
giymatlarina uygun izoklinlar qurulmusdur (sakil 4).
7

i

R R ARELLLR)

r-1lro X-3 X-1
Sakil 5.

K = Kk, - 2 uygun olan izoklin tizarinds bir ne¢a noqtos
goturak, bu nogtalordan bucaq amsallar1 k, olan vo k =k,
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izoklinina godor uzadilmis diiz xatt parcalari ¢okok. Sonra
iISo bu duz xott parcalarinin k = k, izoklinini kosdiyi
noqgtalordon bucaq omsallari k, olan va k = k izoklinini
kasana godar uzadilmis yeni diiz xatt pargalari ¢okilir.

Belaliklo, bu proses naticasindo qurulmus diiz xott
parcalar1 verilmis diferensial tonliyin inteqral ayrisini tag-
ribi ifado edon (Vo ona ¢ox yaxin olan) siniq xotti togkil
edir. Aydindir ki,( ki — Ky, = 1,2,3, ... ... ,n— 1) forgle-
ri ¢ox kicik oldugda qurulan diiz xott pargalart ¢cox qisa
olar vo onlarin amals gotirdiyi siniq xatt tonliyin inteqgral
ayrisina daha yaxin olur.

Misal 2.

y = 2x (4)

Diferensial tonliyin izoklinlar ailasinin tonliyi
2x =Kkvoya x = golar. Burada k-ya k=0, k=1, k=2,...
vas. kimi giymatlor verdikds tonliklori

x=0, x:l/z, x:—l/z, x=1,..

olan izoklinlor alinir. Bu izoklinlor ordinat oxuna paralel
olan diiz xatdir (sokil 5.) Oy oxundan ibarat olan x=0
izoklininin bltun néqgtalorinds meydanin istigamati absis
oxuna paraleldir y" = 0 = tgo,a = 0). x :% izoklininin
bitiin noqtalarinds meydanin istigamoti absis oxu ilo
a = 45° bucaq amalo gatirir (y” = tga. = 1, a = 45°).

x = ~ izoklininin biitin nogtolorindo meydanmn isti-
gamoti absis oxu ilo o = —45°(y" = tga = —1,a = —45°) bucaq
omoaloa gatirir va s.

Yuxarida dediyimiz qayda ilo qurulmus M; M, M3
My Ms... siniq xatti (4) tonliyinin integral ayrisini toqribi
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ifado edir. Bu siniq xott y = x? + C parabolasma ¢ox
yaxindir. (4) tonliyinin holli iso y = x? + C funksiyalari-
dir. Burada C parametrino muxtalif giymatlor vermokla
alinan parabolalar (4) tonliyinin integral ayrilari olar.

21.3.1. Kosi masalasi va birtartibli diferensial
tanliklarin Gmumi halli

Birtortibli diferensial tonliklorin hondosi izah1 vo
indiya kimi holl olunmus misallar gostarir ki, diferensial
tonliklorin, Gmumiyyatls, ¢ox va hotta sonsuz sayda halli
vardir. Bu hoallarin grafiklori verilmis diferensial tonliyin
integral oyrilori ailosini toskil edir.

ToOromaya nozoran hall olunmus birtartibli
y =fxy) (1)
diferensial tonliyi t¢tin belo bir mosals qoyulur: bu tonli-
yin gostarilon hallari igarisindan elasini tapmali ki, arqu-
mentin x = x, giymatinds verilmis y = y, gqiymatini alsin.
Bunu bels yazirlar:
Yx=xo = Yo (2)

Verilmis x, adodino arqumentin baslangic qiymati,
yo 9dading iso axtarilan funksiyanin baslangic qiymaoti de-
yilir. Umumiyyatlo, x,,y, ododlori hallin baslangic qiy-
motlori vo ya baslangic sortlori adlanir.

Hollin x,, y, baslangic giymatlorinin verilmasi han-
dosi olaraq mistavi Uzarinds bir (x,, y,) nogtasinin vo ya
(X0, Vo) baslangic noqtasinin verilmasi demoakdir.
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(1) tonliyinin y = @(x) halli (2) sortini vo vya
0 (Xg) =y, baraborliyini 6dadildo deyirlor ki, hamin hall
verilmis X,,y, baslangic sortlorini (vo ya baslangic
giymatlarini) ddayir.

Diferensial tonliklor nozariyyasinin asas mosalale-
rindon biri (1) tonliyinin verilmis Xy, y, baslangic sortlori-
ni 6dayan hallinin axtarilmasidir. Buna (1) tonliyi Ucln
Kosi masalasi deyilir.

21.3.2.Birtartibli diferensial tanliyin hallinin varhg: vo
yeganaliyi haqqinda teorem

Forz edak ki, tbromaya nazaran hall olunmus
birtartibli \

y =f(xy) (1)
diferensial tonliyin

Yx=xy = Yo 2)
(2) baslangic sortini ddayan hallini tapmag talob olunur.
Moasalonin halli ilo slagadar asagidak: teorem vardir.

Kosi teoremi (birtartibli diferensial tanliyin
hallinin varhgi va yeganaliyi): f(x,y) funksiyas1 (Oxy)
mustavisinin o oblastinda kasilmayandirsa va bu ob-
lastda kasilmayan f; (x,y) xususi téramasi varsa, onda

hamin oblastin har bir (x4,y,) € ondqtasi tcin (1) tan-
liyinin (2) baslangic sortini 6dayan yegana y = ¢@(x)
halli var.

Bu, hondasi olaraq o demakdir ki, teoremin sartlori
Odoanildikda @ oblastin har bir (x4, y,) néqgtasindan (1) tan-
liyinin yegano inteqral ayrisi kegir.

Teoremin isbatinin asas ideyasi asagidaki kimidir.
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(1) diferensial tonliyinin (2) baslangic sartini 6dayan

hallinin axarilmasi

y = Yo + [ f(ty)dt 3)
tonliyinin hallino ekvivalentdir. Axtarilan y funksiyasi
inteqral isarasi altinda oldugu ti¢iin (3) tonliyina inteqgral
tonlik deyilir.

(1) diferensial tonliyinin (3) inteqgral tonliyi ilo eyni-
guclii olmast asanligla isbat olunur. (1) tonliyinin (2) bas-
langic sortini 6dayan har bir halli (3) integral tonliyinin
hallidir. (3) integral tanliyinin har bir halli isa (1) tanliyini
Va (2) baslangic sartini 6dayir.

y dayisoninin t-don asililigi molum olmadigi {igiin (3)
tonliyinin sag torofindoki inteqrali hesablamaq miimkiin
deyildir. Buna gors do bilavasito integrallanma vasitasilo
(3) barabarliyindan hamin tanliyin hallini tapmaqg olmaz.

(3) tonliyinin togribi va daqiq hallini ardicil yaxinlag-
ma Usulu vasitasilo asagidaki kimi tapmaq olar:

OWValco y =y, adadi (3) tonliyinin sifirinct yaxin-

lagmasi hesab olunur. Sonra iso
X

Y1 =Yo + jf(t, Yo)dt
X0
boraborliyi vasitasilo tonliyin birinci yaxinlasmasi tapilir.
Bu borabarliyin sag torafindoki integral altinda t-nin mo-
lum funksiyas1 (Yohaqigi adad olub t-don asili deyildir) ya-
zildigindan homin inteqrali hesablamaq miimkiindiir.
Tonliyin ikinci yaxinlagmasi

y2=Yo t ff(t: yp)dt

Xo0
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baraborliyi vasitasilo va nahayat, n-ci yaxinlasmasi
X

Vo= Yo+ [ fEya )t @)
X0
baraborliyi vasitasils tapilir.

Teoremin sortlori  Odonildikds, belo  qurulan
v} vy = yo(X)) ardicillign miiayyan (x, — 8,x, + 8)(8 > 0)
intervalinda miintozom yi1gilandir. Ardicilligin

y() = lim y;, (x)
limiti (3) integraltonliyininyegana hallidir. Onda hamin
funksiya (1) tonliyininds (2) baslangic sartini 0dayan ye-
gano halli olar.

Qeyd edok ki, y,(x) funksiyalarinin har birini (1)
tonliyinin togribi halli hesab etmak olar.

Kosi teoremindan aydindirki, (1) tonliyinin sonsuz
sayda holli var. Dogrudanda, teoremin sartlori 6danildikda
har bir (xo,y,) € o noqtasi Uictin (1) tanliyinin @(x,) = y,
Baslangic sortini 6doyan yegano y = ¢ (x)halli var. Indi ha-
min oblastin basqga bir(x,, y,)ndqtosini(y,; # y,)gotirok.
Teorema goro (1) tonliyinin ¢, (xy) =y, baslangic sortini
odoyan y = @;(x)a halli do var. Bu holl ovvalki,
y = @(x) hallindon forglidir  (clnki  bir  x=xg
nogtesindo y = (x) funksiyast iki mixtalif y, voy,
giymatlorini ala bilmoz). Yeni (x,,y,) baslangic sorti
(V2 # Vo, V2 # V1) basga bir y = @, (x) hallini toyin edor
(sokil 6.) va s.

Belaliklo, x,y, baslangic qiymatlorinin birincisini,
yani x,-1, sabit hesab edarak, ikincisini, yani y,-1 miiay-
yan intervalda doyisdirsok, onda y,-in hor bir giymatinos
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(1) tonliyinin bir halli uygun olar. Aydindir ki, bu hallor
coxlugu y,-dan asihidir: y = @(x,y,) .
Burada y, oadadi C (parametric ilo avazedildikda (1)
tonliyinin
y=¢x0) (5)

halli alinir. Buna (1) tanliyinin Gmumi halli deyilir.
(%, Yo)-

#)

gl —r—Z a

=%
ﬂ, [ o 4’L
o % Z

Sakil 6.

Tarif. (1) diferensial tonliyinin ixtiyari C parametrin-
don asili olan y = @(x, C) hallina 0 zaman hamin tanliyin
umumi halli deyilir ki, hamin halldon C parametrins
mioayyan Co giymati vermokls istanilon y,_, = yybaslan-
gic sorti ddayan y = @(x, Cy) hallini almag mimkiin ol-
sun. Burada (x4, y,) noqtesi (1) tanliyinin hallinin varlig
Vo yeganaliyi teoremi sartlorinin 6donildiyi ooblastina da-
xildir.

(1) diferensial tonliyinin Gmumi halli

F(x,y,C) =0 (6)
tonliyi vasitosilo geyri-askar sokildo do verilo bilor. Bu
halda, (6) baraborliyino (1) diferensial tanliyininimumi
inteqrah deyilir.

(1) diferensial tonliyinin Gmumi halli

x=¢(C), y=ytO0)
parametrik sokilda do verila bilar.
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(1) diferensial tonliyinin (5) Umumi hallindan C pa-
rametrino  muoyyan C=C, qiymoti vermoklo alinan
y = @(%, Cy) funksiyasina hamin tanliyin xususi halli de-
yilir. F(x,y,Cy) = 0 munasibati iso diferensial tanliyin
XUsusi inteqrali adlanir.

Handasi olarag imumi hall (vo ya Umumi integral)
bir ixtiyari sabitdon (va ya bir parametrdon) asili olan in-
tegral ayrilori ailasindon ibaratdir. Xtsusi hall (va ya xi-
susi integral) iso mustovinin verilmis (Xo, Yo) nOqtasindon
kecon inteqgral ayridir.

Diferensial tonliyin (2) baslangic sortini 0dayan
(xtsusi) hallini va ya (Xg, Yo) noqgtesindon kegan inteqgral
ayrisini tapmaqg dgtn (5) Umumi hallinds X=X, Vo y=Y,
gotdrarak, alinan

Yo = @ (X0, O (F(xq,¥o,C) = 0) (7)
baraborliyini C-ya nozaran hall etmok lazimdir. Buradan
tapilan C=Cadadini (5) barabarliyinds (va ya (6) barabar-
liyinda) C avazins yazmagla (2) baslangic sartini 6doyan

y = @(x,Co)
halli (va ya F(X, y,Cy)= 0 inteqral1) alinir.

Tutaq ki, (1) diferensial tonliyinin sag torofi y-don

astl1 deyildir, yoni homin tonlik

y =f(x) (8)
soklindadir vo f(x) funksiyasi hor hansi (a,b) intervalinda
koasilmayandir. Onda inteqral hesabindan moalumdur Ki,
axtarilan y funksiyas1 agagidaki kimi tapilir:

y
= ff(x)dx
+C (9)
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Bir C parametrindon asili olan (9) barabarliyi (8) ton-
liyinin Gmumi hallini (va ya inteqralini) tayin edir. Ola bi-
lor Ki, (9) barabarliyinin sag tarafindaki inteqral hesablanir
Vo noticasi elementar funksiyalarla ifado olunur. Ola da
bilor ki, homin inteqrali elementar funksiyalarla ifado et-
mok mimkun deyildir.

Bu hallarin har ikisinds (8) tonliyi holl olunmus
hesab olunur.

Umumiyyatlo, verilmis diferensial tonliyin hallinin
tapilmas1 bir vo ya bir nega geyri-muoyyon inteqralin he-
sablanmasina gotirildikdo hamin diferensial tonlik hall
olunmus hesab olunur. Bu halda, bazon deyirlar ki, veril-
mis diferensial tonlik kvadratura ilo hall olunur.

Misal.
y =y (10)
Tonliyin sag torofindoki f(x,y) = y funksiyasi {iglin
bitiin (Oxy) mistavisinds Kosi teoreminin sartlori 6dani-
lir. Buna gora do mdistavinin istanilon (x,, y,) noqtasindan
verilmis tonliyin yegano integeral ayrisi kegir.
Tonliyin tmumi halli bir parametrdon asili
y = Ce* (11)
funksiyasidir. Dogrudan da, (11) funksiyas: ixtiyari C
ucln (10) tonliyini 6dayir:
(Ce*)” = Ce*, Ce* = Ce*.
Verilmis ixtiyari (x,y,) baslangic qiymotlori tcin
Iso C parametrinin elo C, giymatini tapmagq olar ki,
y = Cpe*.
halli
YX=X0 =Yo
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baslangic sartini 6dasin

Sakil 7.
Bu magsadlo C-nin C, giymatini
Yo = Ce*®
borabarliyindon tapmaq lazimdir:C = Cy = y,ye

Alinan
y = yoe *° - e*vayay = y,e* 0

halli (2) baslangic sortini 6dayir.
C parametrinin mixtalif giymatlorino uygun inteqral

oyrilari 7-ci sokildo goéstorilmigdir. y = y,e™*0-e*hollinin
grafiki (Xo, Yo) ndqgtasindon kegir.

—Xg
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XXII FOSIL. DIFERENSIAL TONLIKLOR VO
HOLL USULLARI

22.1.1.Dayisonlaring ayrilan diferensial tanliklor

1. Tutaqg ki, M(x) va N (y) funksiyalar1 uygun olaraq

(a,b) va (1,d) intervalinda kasilmoyandir. Bu halda
M(x)dx + N(y)dy = 0 (D

tonliyino dayisonlorine ayrilmis diferensial tonlik
deyirlor. (1) tonliyindo dx-in omsali ancaq X-don, dy-in
omsal1 ancaq y-don asilidir.

Forz edok ki, y(X) funksiyasi (1) tonliyinin hallidir.
Onda homin funksiya (a,b) intervalinda (1) tonliyini eyni-
liys gevirir:

M(x)dx + Ny(x)dy(x) = 0 (2)
Bu eyniliyi inteqralladiqda
[MEdx + [ N(y)dy = C 3)

miinasiboti alinir; burada C ixtiyari sabitdir.

Demoali, (1) tonliyinin hor bir halli (3) tonliyini do
Odoayir. Tarsing, agor y(x) funksiyasi (3) tonliyini 6dayirso,
onda homin eyniliyi diferensialladiqda (2) miinasibati alinir.
Bu da hamin funksiyanin (1) tonliyini 6dadiyini gostarir.

Buradan aydindir ki, (3) tonliyi (vo ya barabarliyi)
(1) tonliyinin biitiin hallorini toyin edir. Buna gors da (3)
miinasibati (1) tonliyinin {imumi inteqrali olar. Ola bilor
ki, (3) boraborliyindo istirak edon inteqrallarin biri vo ya
har ikisi elementar funksiyalarla ifads oluna bilmir. Yuxa-
rida geyd etdiyimiz kimi, bu halda da (1) diferensial tonli-
yi hall olunmusg hesab olunur va (3) boraborliyi onun iimu-
mi inteqralini (hallini) toyin edir. N(y) # 0olduqda (3) bo-
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rabarliyindon (1) tonliyinin Yy hoalli X-in geyri-askar funk-
styas1 kimi toyin oluna bilor.

(1) tonliyinin {imumi inteqralini miioyyon inteqral
vasitasilo

X y
fM(x)dx+ ]N(y)dy =C 4
X0 Yo

soklindo yazmaq olar. Buradan (1) tonliyinin y(x,) = y,
baslangic sortini 6doyan holli

JXM(x)dx+ ij(y)dy= 0
Xo Yo

kimi tapilir.

Misal 1. e*dx + ydy = 0 tonliyini hall etmali.

Burada M(x) = e*voN(y) =y funksiyalarimin hor
ikisi (—o0, 00) intervalinda kosilmozdir. Buna goéro do
hoamin tonliyin mumihalli (3) barabarliyindon

[eXdx + [ydy = Cvayae"+yz—2= C

soklindo tapilir.

2.Forz edok ki,M;(x) va N;(y) (i = 1,2)funksiyalar:
uygun olaraq (a,b) va (l,d) intervalinda kasilmoyandir. Bu
halda

M, (x)N; (y)dx + M, (x)N,(y)dy = 0 (5)

tonliyino doyisonlorina ayrilan tonlik deyilir. (5) tonliyi
doyisanloring ayrilmis tonliys gotirilir. Bu mogsadle homin
tonliyin hor iki torofini N;(y) M, (x) # 0 hasilino bolmok
lazimdir:

M; (x) N2(y) .
M, (%) dx+ N.(y) dy=0
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Dayisonlorine ayrilmis bu tonliyin imumi inteqrali

M; (x) N (y)

00+ | Mgy ¥ =€ (©
olar. (5) tonliyinin (6) iimumi inteqralindan alina bilmoyon
basqa hollori do ola bilor. Belo hoallor N;(y)M,(x) = 0
barabarlyinin 6donildiyi noqtalar i¢arisinda olar.

Tutaq Ki, y = y; adodi N;(y) = Otonliyinin hoallidir:
N;(y;) =0 (I<y; <d). dy; =0voN,;(y,) =0 olma-
sindan aydindir ki, y = y, funksiyasi (5) tonliyinin hollidir.

M,(x;) =0 (a< x; <b) boraborliyi 6donildikdos
isa X = x4 funksiyasi (5) tonliyinin halli olar.

Misal 2. xydx + (1 + x2?)dy = 0 tonliyini hall et-
moli.

Bu tonliyin hor iki torofini y(1 + x?) # 0 hasilino
boldiikds doyisonloring ayrilmis

X dy
1+ X2 dx + 7 =0

tonliyi alinir. Bunun iimumi inteqralt

1
Eln(l +x%)+Inlyl|=InC, C>0

(burada C sabiti In C ilo isars olunur),

Vv1+x2%ly| =C
olar.

Misal 3. e¥Ysinxdx + xdy = 0 tonliyinin  Umumi
inteqrali asagidaki kimitapilar:
sinx dy
—dx+— =0,
X ey
sinx dy
—dx+ | =—=0(,
X ey
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sinx
[3 e -
X

22.1.2. Bircinsli diferensial tanliklor

Bircinsli tonliklors gatirilon bir ne¢o hali nozordon
kecirok . Ovvalca bircinsli funksiya hagqinda malumat
verak.

1. Tutaq ki, miioyyan o oblastinda toyin olunmus
ikidoyisonli f(x,y) funksiyas1 verilmisdir. Istonilon
(x,y) € o noqtasi vo (tx,ty) € o sortini ddoyan hor bir t
odadi Uglin

f(tx, ty) = t“f(x,y) ¢9)
eyniliyi O0donildikds f(x,y) funksiyasina o oblastinda o
doracali bircinsli funksiya deyilir. Moasolon,
1

f,(x,y) = xy + x?, f,(x,y) =

X+y
f:(x,y) = \/x_y

funksiyalar1 uygun olaraq 2, -1 vo 0 doracali bircinsli
funksiyalardir:
fi(tx, ty) = tx- ty + (tx)? = t2(xy + x2) = t2f,(x,y),

f,(tx, ty) = =t71f,(x,y),

JE2+ )2 t/x2+y?
tx+t t(x +
f3(tx, ty) = L A (x+y) =t%%;(x,y).

Jexoty  t/xy

2. T (x,y) funksiyasi x va y doyisonlorins nazaran sifir
doracali bircinsli funksiya oldugda
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dy
o = &) @)

tonliying bircinsli diferensial tonlik deyilir.

Bu tonliyi hall etmok iiciin f (x,y) funksiyasinin sifir
daracali bircinsli funksiya olmasini, yoni homin funksi-
yanin

f(tx, ty) = t°f(x,y) = f(x,y) (3)
boraborliyini 6domosini nozoro alaq. (3) boraborliyindo

t= iqsbul etsok,
_ y
fxy) = (1)

olar. Bu boraborliyin sag torofindoki f (1,%) ifadasi g

nisbatinin miisyyan funksiyasidir. Homin funksiyani ¢ (g)
ilo 1sars etdikdo, (2) tonliyi
dy y
A z 4
=) 4)
soklindo yazilir. (2) va (4) tonliklorinin ekvivalent olmasi
uctn x # 0 hesab etmok lazimdir.
(4) tonliyi % = 7 ovozlomosi vasitosilo doyisonloring

ayrilan tonliys gotirilir.
Dogrudan da,
= B _— _I_ —
y = XZ ik S

olar va (4) tonliyi

dz dz
24X = 0@, xg =@ -z

kimi yazilar. Buradan
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dz dx
roEr T O

dz
lnC+j—=lnx, x = Ce
¢(z) —z

ahnir. [ & = i(z) gobul etsok, (4) tonliyinin timumi

fdz

¢(z)-z

inteqrali
y
x = eV (5)
soklindo yazilar.

Qeyd. Xisusi halda, ¢(z) = z oldugda (4) tonliyi
doyisonlorino ayrilan % = § tonliyina ¢evrilir.Bu tonliyin
Umumi halli y=Cx (x # 0)funksiyasidir.Ogor @(z) — z #
# 0 Odonilirso, lakin miloyyon z =z; Qiymatindo
©(z,) — z; = 0 boraborliyi dogrudursa, onda z = z; funk-
siyasi1 xdz = [¢@(z) — z] dx tonliyinin hoalli olar. Buna (4)

tonliyinin y = z;X halli uygundur. Homin halli, bozon (5)
iimumi inteqralindan (hsllinden) almaq miimkiin olmur.

2

Misal 1. Bircinsli <X =2+ (%) tonliyini hall etmo-
i. Y= = ini dy _ dz
li. ~=zZVoyay =Xz ovozlomasini aparsagq, = Lt X
olar. Onda

4 dz 4 g2 dz )
Z+X—=12z+1z"°, X—=1
' ' dx . dx

(doyisonloring ayrilan tonlik),

dx dz 1 _1

— =, Inx =InC——, X = Ce z,

X z i/
x=Ce

olar. Sonuncu ifads verilmis tonliyinimumi inteqralidir.
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3. M (x,y) vo N (x,y) funksiyalari eyni doracali
bircinsili funksiyalar oldugda
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (6)

tonliyi do bircinsli tonlik adlanir. Bu tonliyi (2) bircinsli
tonlik soklino gatirmok olur:

dy  M(xy)
& - - N(X, Y) - f(X, Y)l (N(X, Y) * 0)

Qeyd edok ki, bircinsli (6) tonliyini (2) soklino gotir-
madon do holl etmok olar. Bu mogsadlo y=xz
(dy=xdz+zdx) avozlomasindan istifado etmok lazimdir.

Misal 2. Bircinsli (x+y)dx—(y—x)dy =0
tonliyini hall etmali.

y=Xz ovozlomosini aparsaq, dy=xdz + zdx olar.
Onda verilmis tonlik

x+xz)dx — (xz — x)(xdz + zdx) = 0

Vo ya
(1+2z—-2z>)dx+x(1—-2z)dz=10

soklindo yazilar. Buradan tonliyin timumi inteqrali alinir:

1-z dz + dx 0

1+2z2-22 7" x

1

Elnll + 2z — z?| + In|x| = InC,
(1+2z—-z%)x?=C?%  x*+2yx—y?=C2

4. f miioyyan kasilmayan funksiya oldugda

dy ax+ by +c
o=t ) 7)
dx a;x+byy+ ¢y
soklindo tonliklor bircinsli tonliys gatirilir. c=c,=0 olduqda
(7) tonliyinin bircinsli olmas1 aydindir. Buna gors ds ¢ vo
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C; adadlarinin heg olmasa birinin sifirdan forqli oldugu ha-
la baxaqg.
Tutaq ki, ab; —a;b # 0. Bu halda (7) tonliyindo
x=%¢+aq, by=n+p
ovozlomasini aparmaq lazimdir:
dn ¢ a{+bn+ax+bf +c
g (alz +bym +a;a+ b+ cl)
Ogor a vo B adadlorini
aa+bB+c =0,
{ala +biB+c; =0

(8)

sisteminin holli kimi toyin etsok, onda (8) tonliyi bircinsli
dn ¢ ( a§ + bn )
o . dg a;§+ b
tonliyino ¢evrilor.

. a; by
ab; —a;b = 0 olduqda isa Punie A
miinasibstindona; = Aa, b; = Ab alinir. Bu qiymatlori

(7) tonliyindo yerino yazsaq vo z=ax+by ovazlomasini
aparsaq, onda (7) tonliyi doyisonlorino ayrilan tonliyo
cevrilor.

22.2. Birtartibli xatti diferensial tanliklor
Axtarilan funksiya vo onun téromosino nozoron xotti

olan tonliyo birtortibli xotti diferensial tonlik deyilir.
Birtortibli xotti diferensial tonliyi

y +p(X)y=f(x) 1)
soklindo yazmagq olar.f(x) = 0 oldugda alinan
y +pxy=0 (2)
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tonliyina (1) tonliyino uygun olan xatti bircinsli tanlik
deyilir. f(x) # Oolduqda (1) tonliyi xatti bircinsli olma-
yan diferensial tonlik adlanir.

Forz edok ki, p(x) va f(x) funksiyalar1 miioyyan (a,b)
intervalinda kosilmazdir. (1) tanliyini asagidaki kimi yazaq.
y = -—-pXy + f(x).

Aydmdir ki, bu halda f(x,y) = —p(X)y + f(x)
funksiyas1 6 = (a <x < b,—ow <y < o) oblastinda ko-
silmozdir vo homin oblastda kesilmoyen £, (x,y) = —p(x)
xtisusi toromosi var. Buna goro do diferensial tonliyin
hallinin varlig1 vo yeganosliyi teoremino gora (1) tonliyinin
istonilon xg, Vo (( X, ¥o) € 0) baglangic sortini  ddoyon
yegand holli var:

y" + p(x)y = O tonliyinin halli. Bu tonlik doyison-
loring ayrilir.

dy dy
i TP®y =0, y p(x)dx.
Axirinct tonliyi inteqrallasaq,

Inly| = —fp(x)dx+ln|C|

y = Ce™/p(dx (3)
alariq. Bu (2) tonliyinin iimumi hallidir.

y' + p(x) = f(x) tanliyinin halli. Bu tonliyi mixte-
lif tisullarla hall etmok olar. Burada homin tonlik sabitin
variasiyasi tisulu ilo holl edilir.

(1) tonliyino uygun olan (2) xatti bircinsli tonliyinin
(3) timumi hollindoki ixtiyari C sabitini X-don asilt elo
C=C(x) funksiyasi hesab edok ki, alinan

y = C(X)e_fp(x)dx (4)
funksiyasi (1) tonliyinin halli olsun. Onda
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[C(x)e /PXX]" 4 p(x)[C(x)e™/PXUE] = f(x),
C'(x)e™JPWI — C(x)p(x)e /P 4
+COp(x)e POE=f(x),
C’(x)e~/PXIx — £(x),
C'(x) = f(x)e/ P@dx
Buradan namslum C(x) funksiyasi tapilir:
C(x) = jf(x)efp(x)dxdx + C.

Bu qiymoati (4) boraborliyindo yerino yazdiqda (1)

tonlitinin imumi halli alinir:
y = e~ PO [ f(x)elPXdxgy 4 ] (5)

Aydindir ki, (1) tonliyinin (5) imumi halli inteqral-
lama (kvadratura) vasitasilo tapilir vo iki toplananin co-
mindan ibaratdir: birinci toplanan (2) bircinsli tonliyinin
Umumi halli

Ce_fp(x)dx

ikinci toplanan iso (1) tonliyinin bir xiisusi halli
e‘fp(")dxj f(x)e/ POdxgx
(bu xiisusi hall (5) imumi hoallindon C=0 oldugda alinir)
Misal. y” + § = x?2 xatti tonliyini holl etmali.
Bu tonliys uygun olan bircinsli

y + % =0
tonliyinin timumi halli
C
y= X
olar. Indi elo C(x) funksiyas: tapaq ki,
C
y="2 (6)

X
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funksiyas1 verilmis tonliyin holli olsun. Bu mogsadls (6)
funksiyasini verilmis tonlikdo yerinos yazaq:

CE) €0 €W _ ,

Cx) == +C
X—4 1-

Buradan aydindir ki, verilmis tonliyin imumi halli
X3 C1
y= T + <
olar.
22.3.1. Bernulli tonliyi

Tutaq ki, p(x) vo f(X) hor hansi (a,b) intervalinda
kasilmoyan funksiyalar vo m istonilon hoqiqi adoddir. Bu

halda

y +pXy = fx)y™ (1)
soklindo tonliyo Bernulli tonliyi deyilir. m=0 vo m=1 ol-
duqda (1) tenliyi uygun olaraq xotti vo doyisanlorino ayri-
lan tonliya ¢evrilir.

Bernulli tonliyi m # 1 oldugda ovozlomo vasitasilo
xotti tonliys gotirilir. Buna inanmagq ii¢ilin (1) tonliyinin hor
iki torofini y™(y # 0)ifadosino bolok vo alinan

y "y +pxy' ™ = f(x)
tonliyindo y*™™ = z ovozlomosini aparaq. Onda

Z
-m

.y’—

1— —-m, = =
A-my™-y=z vy {—m

vo Z doyigonind nozoron
z’ + (1 -mpx)z=f(x)(1-m) (2)
xatti tonliyi alinir. Bu xatti tonliyin imumi halli
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7z = e~ JA-m)p(x)dx [C + f(l —_ m)f(x)ef(l—m)p(x)dxdx]
1

olar. Buradan y = z1-m oldugundan (1) tonliyinin {imumi
halli asagidaki sokildo alinir: y = {e‘f (l_m)p(x)dx[c +
1

f(l _ m)f(x)ef(l—m)p(x)dxdx]}m (3)

Aydindir ki, y=0 funksiyas1t m > 0 olduqda Bernu-
1li tonliyinin hallidir. Bu hall m > 1 oldugda (3) Umumi
hallindon C = oo(C - ) goétiirmoklo alinir,0 < m < 1 ol-
dugda 1s9 bu hall imumi haldon C sabitinin heg¢ bir qiymao-
tindo alinmur.

Misal.y” + xy = xy3 (m = 3)  tonliyini holl et-
moli.

Tonliyin hor iki torofini y3 funksiyasina bdolorok,

y~? = zovozlomosini apardiqda
7
—2+xz:x, z' — 2XZ = —2Xx
xotti tonliyi alinir. Bu tonliyin imumi hoalli
z=Ce* +1
funksiyasidir. Buradan verilmis tonliyin
-2 _ C x2
y“=C* +1

umumi halli alinir.

22.3.2. Tam diferensiall tanliklor
Asagidaki hallara baxag.

1. Tutag ki, M (x,y) vo N (x,y) funksiyalari
birrabitoli ¢ oblastinda toyin olunmus kosilmayan funksi-
yalardir. Diferensial soklindo yazilmis

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (1)

371



tonliyinin sol torofi hor hansi ikidoyisonli U (x,y)
funksiyasinin tam diferensiali olarsa, yani
dU(x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy (2)
Odanilirsa, onda homin tonliys ¢ oblastinda tam diferen-
siallr tanlik deyilir.
(1) tonliyi tam diferensialli tonlik oldugda onu
dUu(x,y) =0
soklindo yazmagq olar. Bu boraborliyin hor iki torofini in-
tegrallamagla (1) tonliyinin imumi inteqrali tapalir:
U(x,y) =C.

Misal 1.(2x + ) dx + Inxdy = 0 tonliyinin sol

tarofi U (x,y) = x? + ylnx torofi funksiyanmn tam diferen-
sialidir. Yoni

dU(x,y) = (Zx + g) dx + In xdy.

Buna gora do verilmis tonliyin {imumi inteqrali
x2+ylnx=C
olar.

Buradan aydindir ki, tam diferensiall1 tonliklor kvad-
ratura ilo ¢ox asan hoall olunur. Ona gors do verilmis dife-
rensial tonliyin tam diferensialli olmasini bilmayin boytik
ohomiyyati vardir. Bunu neco bilmok olar?

2. Teorem. Tutaq ki, M (x,y) va N (x,y)funksiyala-
r birrabitali o oblastinda toyin olumusdur, kasilme-

oM (x, oN (x, .. . . .
xy) INCY) yiisusi toramelori
dy ox

var. Bu halda (1) tanliyinin o oblastinda tam diferen-
siall tanlik olmasi ii¢iin homin oblastin biitiin noqto-
larindo

yondir va kasilmayon

OM(x,y) ON(x,y)
dy = 0Ox (3)
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barabarliyinin 6donilmasi zoruri va kafi sortdir.

Sortin zaruriliyi. Tutaq ki, (1) tonliyi tam diferen-
siallanandir vo (2) boraborliyi 6donilir. Onda ¢ oblastinin
bltiin ndqtalorinda

WUXY) 1o +au(x,Y)

Jx ay

olar. Buradan

aU(xy) du(x,y)
T - M(X, Y); ay - N(Xl Y)

eyniliklori alinir. Bu barabarliklorin birincisini y-o nozo-
ron, ikincisini iso X-0 nozoran diferensialladiqda
*U(xy) 9IM(xy) *U(xy) _ONKxy)

oxdy = oy dyox  0Ox
miinasibatlori, buradan iso ikitortibli qarisiq téromslorin
barabarliyi hagqinda Svars teoremina osasan (3) baraborli-
yi alinir.

Sortin Kkafiliyi. Tutaq ki, o oblastinin biitiin noqtale-
rinds (3) baraborliyi 6danilir. Onda elo U(X,y) funksiyasi
tapmag olar ki,

ou(x,y) auU(xy)
“ox M(x,y), oy Nxy @

boraborliklori ¢ oblastinda 6donilsin. Bu funksiyani tap-
maq Ucln o oblastinin istonilon (X, Yo) noqtasini gotiirok

Vo (4) barabarliklorinin birincisindon U (X,y) funksiyasini
tapaq:

dy = M(x,y)dx + N(x,y)dy

X
UCey) = [ MOxy)dx + @) (5)
Xo0
(5) borabarliyinds inteqrallama x-o nozoron aparildigi
ticiin ixtiyari C sabiti ovozino diferensiallanan ixtiyari
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¢(y) funksiyas1 gotiriilmiisdiir. Indi bu @(y) funksiyasini
elo segak ki, (5) barabaliyi ils toyin olunan U(X,y) funksi-
yas1 (4) borabarliklorinin ikincisini do 6dosin. Onda

X
Uxy) _aj .
> _wa_ﬂy M(x,y)dx + @'(y)
X
olar. Burada '
9 ; r OM(x,y)
55 | Meyax= [ ax
X0 X0

boraboarliyini vo (3) sortino gors
OM (x,y) ON(x,y)
dy 0Ox
oldugunu nazars alsaq,

ON(x,
wa=f—%ﬂﬂ+¢®

X0
vaya
@’(y) = N(Xo,¥)
miinasibati alinir. Sonuncu boraborlikdon axtarilan @(y)

funksiyasi tapilir:
y

@) = [ Noxo.y)dy + C
Yo
(C ixtiyari sabitdir). ¢(y) funksiyasinin bu giymatini (5)

barabarliyinda yerina yazsaq, tolob olunan U(X,y) funksi-
yasini alariq:
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Ux,y) = jM(x,y)dx

X0
y

+ fN(xo,y)dy+ C (6)

Yo

Aydindir ki, (6) barabarliyi ilo toyin olunan U(X,y)
funksiyasi (4) baraborlikorinin ikisini do ddoyir, yani (1)
tonliyi tam diferensialli tonlikdir.

Belalikla, sortin kafiliyi isbat olunarkon, hom do ax-
tarilan U (X,y) funksiyasinin tapilma qaydasi (yoni (6)
disturu) gostorildi. Aparilan miihakimadon aydindir ki,
tam diferensialli tonliyin imumi inteqrali

. MG y)dx + [ N(x,,y)dy = € (7)
olar.

Misal 2. (3x% + y)dx + (x + 4y3)dy = 0 tonliyini
hall etmoli. Bu tonlik ii¢iin

M(x,y) = 3x2 +yvaN(x,y) = x + 4y3
oldugundan biitiin (Oxy) miistovisinds teoremin
oM ON
dy Ox
sortt 6donilir. Demali, verilmis tonlik tam diferensialli ton-
likdir. Bu tonliyin timumi inteqrali (7) diisturu ilo tapilir:
y

X
f(3X2 + y)dx + f 4y3dy = C, (Xo =yo = 0),
0 0
x3 +yx+y*=C
3. (1) tonliyi tam diferensialli olmadigda onu bozon
tam diferensialli tonliys gotirmok miimkiin olur. Bu mog-
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sadla (1) tonliyinin hor iki tarafini elo u = p(x,y) funksi-
yasina vururlar ki, alian
HM(x,y)dx + uN(x,y)dy = 0 (8)

tonliyi tam diferensialli olsun. Belo u(x,y) funksiyasina
(1) tonliyinin inteqrallayic1 vurugu deyilir.

Verilmis tonliyin inteqrallayict vurugunu neco ta-
pirlar?

u(x,y) funksiyasi (1) tonliyinin inteqrallayici vurugu
olmasi {igiin (8) tonliyi tam diferensialli olmalidir. Bunun

tiglin 19
o(wM) d(wN)
dy ox
Vo ya
O _ O _ (M _oN
N&_Ma_y_”(ay ax) (9)

sorti 6donilmoalidir. (9) tonliyino axtarilan p(X,y) funksi-
yasinin xiisusi toromolori daxildir.

Demoli, (1) tonliyinin p(x,y) inteqralliyict vurgunu
tapmagq ti¢iin (9) xiisusi toromoli diferensial tonliyini holl
etmok lazimdir. Bu masalo, imumi halda, (1) tonliyini in-
tegrallamaq mosolosindon ¢otindir.

Bir sira xiisusi hallarda inteqrallayici vurugu tapmagq
mimkdin olur. Burada p = (x,y) funksiyasinin X,y doyi-
sonlorinin ancaq birindon asilt olduqda bu halda tapilma
qaydas1 verilir.

i = w(x). Bu halda (9) tenliyi

on(x) OM ON
P i (-39
ox dy Ox

Vo ya
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oM ON

dll(X) — a_y N ox dx
n(x) N
soklinds yazilir. Buradan inteqrallayici vuruq tapilir:
aM  oN

Inp(x) = f ayN X dx + C

Vo ya
aM_aN

nx) = e/ 7% (¢ = 0) (10)

oM ON

Aydindir ki, bu halda WTK nisbati y-don asili
deyildir.

p = u(y). Bu halda (9) tonliyi
an(y) <6M 6N>

M—"2 —
Moy ~ ox

ay
Vo ya
dY) oy o
nly — _ ay ox dy
n(y) M

soklindo yazilar. Buradan p(y) inteqrallayici vurugu
tapilir:

am_aN
_ 9y dx
ny) =e "w ¥ (11)
oM _aN
Bu halda % nisboti X-don asil1 olmur.

Misal 3. 3(1 + y?)dx + 2xydy = 0 tonliyini hall
etmoli.

Burada M(x,y) = 3(1 + y?) voN(x,y) = 2xy oldu-
gundan
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oM aN_

olar vo aydindir ki,

N  2xy x
nisbati y-don asilt deyildir. Demali, verilmis tonliyin
inteqrallayict vurugu ancaq X-don asilidir: p = p(x). Onda
(10) diisturuna ssason inteqrallayici vurugu tapmaq olar:

n(x) = eJiix = g2inx _ glnx? _ y2.
tonliyin hor iki torofini tapdigimiz p = x? funksiyasima
vurduqda tam diferensiall1 tonlik alinir:
3x%(1 + y?)dx + 2x3ydy = 0.
Bu tonliyin timumi inteqrali (7) diisturu ilo tapilir:

X y
J3x2(1+y2)dx+j0-dy=C(x0=y0=O),
0 ; 0

x 1+y?)=C

22.3.3.1kitartibli diferensial tanliklar

Yiksok tortib tromaya noazoran hall edilmis ikitartibli
diferensial tonliyin iimumi sokli asagidaki kimidir:

y'=f(xy.y). (1)
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Bu tonliyin y=¢ (x,C,C;) imumi hallinds iki sarbast
sabit istirak edir. Hondosi olarag Umumi hall iKi
parametrdon asili inteqral oyrilori ailosini tasvir edir.
Umumiyystlo, Oxy mistovisinin hor bir My(Xo;Yo)
noqtasindan integral ayrilori dostasi kegir (sokil 1). Ona
gbra do bu integral ayrilori ailasindon konkret bir ayrini
secmok Uclin onun kecdiyi ndqta ilo yanast hamin
noqtadon kecdiyi istigamat do gostarilmalidir. Bu o
demokdir ki, (1) tonliyinin konkret bir hallini Gmumi
haldan

y(xo) =YoVo y'(xo) =Y (2)
baslangic sortlori daxilinds almaq olar. Bagqa sozlo,
{(o(xo’Cl’Cz) = Yo,
¢’;< (%,C1.C) =V,

tonliklor sistemini C; va C, —ya nazaran hall edib,
verilon tonliyin bir xdsusi hallini tapa bilorik.

y|
M»

Sokil 1
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(1) tonliyinin (2) baslangic sortlorini 6dayan y=y(X)
hollinin tapilmasi masalosi hamin tonlik {¢iin  Kosi
masalasi adlanir.

22.3.4. Ikitartibli diferensial tanliklarin
inteqrallanan bazi noévlari.

Umumi halda ikitortibli diferensial tonliyin dogiq
hallini tapmag mumkiin deyil. Bu paragrafda biz integral-
lana bilon muayyan tonliklars baxacagiq.

|.Tutaq ki,
y"'=f(x) (1)

soklinda tanlik verilmisdir. Bu tonliyi inteqrallasaq alariq:
y=[f)d=F()+C,. (2)

Burada Fi(x) funksiyast f(x)-in hor hansi bir ibtidai
funksiyasi, C; iSo ixtiyari sabitdir. Tutag ki, Fy(x)
funksiyas1 da 6z névbasinda Fi(x)-in miayyan bir ibtidai
funksiyasidir. Onda (2) barabarliyini inteqrallayib (1)
tonliyinin asagidaki sokildo mumi hallini tapariq:

y=F,(x)+C,x+C,.
I1. Asagidaki tonliys baxaq:
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y'=f(y). ®3)
Onu hall etmak tiguin
y'=p

ovazlomasi aparag. Burada p-ys y-don asili bir funksiya
kimi baxsag,alariq:

dy'_dp_dp dy_ dp

y dx dx_dy dx dy

Bu halda (3) tonliyi
dp
g
P dy (y)

soklina diisar. Onu dayisanlarina ayiraq: pdp=f(y)dy. Bu
tonliyi inteqrallayib

p° _
=] 1dy

Vo ya

p==+2[ f(y)dy

aliriq. Burada p = % oldugunu nazoars alsagq,
X
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%:i‘/ZJ‘f(y)dy

tonliyina golorik. Bu tonliyi do doyisonlorina ayirib
inteqrallasaq

L (@)

I J2[ f(y)dy )

alariq. Burada qeyri-askar sokildo iki sarbast sabit istirak
edir. (4) dusturunu yadda saxlamaq avazina (3) tonliyinin
yuxarida verilon hall Usulunu Oyronmok daha maqgsado

uygundur.
I11. Indi do

y'=f(y) (5)
soklinda olan tonliys baxag. Onu hall etmok Gglin y'=p
ovazlomasi aparag. Bu halda y"=3—§ oldugundan verilon

tonlik

dp

— =1

soklina diisor. Onu doayisonlorino ayirib inteqrallasaq

dp
™"
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tonliyi alinar. Bu tonlikdan pz% - 1 tapib tokrar
X

integrallama ilo (5) tonliyinin Gmumi hallini tapa bilarik.
Misal 1. Tonliyin mumi hallini tapin:
y'=X—COSX.

Hoalli. Verilan tanliyi inteqrallayib

2
y'=X7—sinx+C1

tonliyini alirig. Onu yenidon inteqrallayaraq verilon
tonliyin mumi hallini alariq:

3
X
y=—+cosx+Cx+C,.
6

Misal 2. Tonliyin Gmumi hallini tapin: y''=——.
4y

Hoalli. Verilan tonliyi hall etmok Uglin y'= p avazlomasi
aparag. Onda

n_Op_dp dy _dp
dx dy dx dy

Bunu tonlikds yerins yazsaq
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dp 1

a4y

tonliyini alarig. Onu dayisonlaring ayirib inteqrallayaraq:

2
ay %:%(2\/§+2cl).

pdp = —=,
aly

Buradan

Vo ya

tonliyina galirik. Bu tonliyi do 6z ndvbasindsa doyisonlori-
no ayrib inteqrallayaq:

Sol torofdeki inteqrali hesablamaq iigiin [y +C, =t
ovozlomoasi aparag. Bu halda y = (t-C,)?, dy =2(t—C,)dt
Vo

384



2(t - C) _4,
j dt_Zj\/—dt 2cj =t

I,/ y+C
=g\/f(t—3Cl)=§\/\N+C1(\/§—2C1)

Belaliklo,

= \/_20),/ y+C, -C,.

Misal 3. tonliyin tGmumi hallini tapin:

(y):=y.

Holli. y'=p ovozlomasi aparaq. Onda verilon tonlik

&)
— | =p Vvoya
dx

dp i\/B

dx

soklina galar. Onu dayisonlaring ayirib inteqrallasaq
d
‘[TFF)J = ijdx, 2/p =+(x+C,)

_(x+C))*

Va ya
y 4
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boraborliyini alariq. p = % olduguna gora buradan
X

dy (x+Cy)?
dx 4

tonliyi alinir. Bu tanliyi do doyisanlorine ayirib
inteqrallasaq alariq:

1
y:zj(x+Cl)2dx,

1
Y= (x+C)’+C,

22.4.1. Riyazi fizikanin asas tanliklori
(Dalga, Furye, Laplas) ilkin anlayislar.

Asagidaki ikitortibli xtsusi téromali diferensial tonlik-
lor (ikidoyisonli funksiyalar {igiin) riyazi fizikanin osas
tonliklori adlanir.

I. Dalga tanliyi:
o’u  _, 0%
—=a"—. 1
ot? ox* @)

Asagidaki proseslarin 6yronilmasi (1) tonliyinin todqi-
gina gatirir: telin enina ragsi, gubugun uzununa ragsi, Sim-
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do elektrik ragslori, valin burulma ragslori, qazlarin rogs-
lari va s. Bu tonlik, hiperbolik tip tanliklarin an sadoasidir.

II. istilikkecirma tanliyi (yaxud Furye tanliyi)

ou ,0%
e a Fk (2)
Asagidaki proseslarin 0yranilmasi (2) tonliyinin todqi-

gino gatirilir. Istiliyin yayilmasi, masamali mihitdo maye
Vo qazlarin siiziilmasi (masalon, neftin va qazin yeralti
qumsalliqdan siiziilmosi), ehtimal nazariyyasinin bozi mo-
salalari va s. Bu tanlik parabolik tip tonliklarin an sadasi-
dir.

I11. Laplas tanliyi:

2 2
UL oU_y, 3)
oXx= oy

Asagidaki  masalalorin - dyronilmasi  (3) tonliyinin
todqgiqgino gotirir: elektrik vo magnit saholori haqqinda
mosalalor gorarlasmis (stasionar) istilik hali hagqinda mo-
salo hidrodinamika, diffuziya mosalalori vo s. Bu tonlik el-
liptik tip tonliklorin on sadasidir.

(1), (2) va (3) tonliklorinds axtarilan u (funksiyasi) iki
doyisondon asilidir. Funksiya ¢oxdoyisonli olduqda da uy-
gun tonliklara baxilir.Belo Ki, Ug¢ ixtiyari doyison ugln dal-
ga tonliyi, istilikkegirma tonliyi vo Laplas tenliyi uygun
olaraq, asagidaki sokillori alir.
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2 2 2
au:a{ahau} 1)

ot? ox> oy’
2 2
a2 @)
ot ox® oy
2 2 2
o‘u o°u au_o_ 3)

+ + =
ox*  oy* or°

22.4.2. Simin raQs tonliyinin ¢ixarihisi.Sarhad vo
baslangic sartlari.Maftilda elektrik ragsi tanliyinin
cixarilisi.

Riyazi fizikada sim dedikds gevik elastiki tel dusiind-
lir. Istonilon anda simds yaranan gorginlik onun (bir oyri
kimi) toxunani istigamatda olur.

Tutaq ki, uzunlugu | olan sim baglangic anda Ox oxu
istigamatda 0-dan I-dok yonalmisdir. Forz edok ki, simin
uclar1 x=0 va x=I ndqtalorinds barkidilmisdir. Simi bas-
langic vaziyyatindon ¢ixardib, sonra iso 6zbasina

buraxsag, yaxud teli inhiraf

etdirmodon baslangic anda ”r

onun noqgtalarine miayyan " 4y

surat versak va yaxud simi 2t

inhiraf etdirmoklo barabor T 1 551 2
baslangic anda onun noqtalo

rino muoayyan sirat versak, Sakil 1.
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onda simin noqtalori miayyan sokilds harakat edar.

Bu halda deyirlor ki, sim rags etmays baslayir. Burada
masala, simin istonilon anda saklini vo onun har bir négto-
sinin zamandan asili olan harakat ganununu tayin etmok-
don ibaratdir.

Simin noqtalorinin baslangic vaziyyatdon Kigik inhira-
fina baxacagiq. Buna gora simin nogtalorinin Ox oxuna
perpendikulyar istigamotds va bir mistovi Uzarinds hora-
kot etdiyini gobul edacoyik. Bu sart daxilinda simin rags
prosesi bir u(x,t) funksiyasi vasitasi ilo tosvir edilir. Bu
funksiya t aninda telin absisi X olan néqgtasinin yerdayis-
masinin giymatini gostorir (Sakil 1).

Biz (x,u) mistavisinda simin kigik inhirafina baxdigi-
miz Uglin forz edacoyik ki, simin v M,;M, Unsurinin
uzunlugu onun Ox oxu Uzarina proyeksiyasina barabardir,
yani U MM, =x, —x, .Bundan basqa forz edscoyik Ki,
dartilma simin bittn noégtalorinds eynidir, onu T ilo isara
edok. MM" Unslrina (sakil 2) baxaq. Bu iinsiiriin uclarina
simo toxunan istigamoatdo T
quvvalari tasir edir. Tutaq u
ki, toxunanlar Ox oxu ilo ¢

Vo ¢+ Ag bucaqlari omala J '
gatirir. 7l ¥ 11 1%

SaKil 2
OndaMM' Unsirlna tesir edan quvvalarin Ou oxuna
proyeksiyast T sin(¢+Ag)—T sing ifadasino borabar olar.
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¢ bucagi kicik oldugundan tge ~sing gobul etmak olar
Vo biz
Tsin(p+A@)-Tsinp ~Ttg(p+Ap) —Ttge =
2
:T{au(x+ Ax.t) ()u(x,t)} _9 u(x +26’Ax,t) Ax
0x ox 0x

2
~72UXY) “(XZ’ Y) Ax,
ox

0<6<1

alariq (orta motarizo daxilinds olan ifadslora Lagranj teo-
remi totbiq edilmisdir).

Hoarokatin tonliyini almaq dgln, Unslra totbiq edilan,
xarici quvvalari otalot qiivvasine barabar etmok lazimdir.
Tutaq ki, p simin xotti sixligidir. Onda simin {insiiriiniin

2
kiitlosi pAx olar. Unsirin tocili (())_121 komiyyatina borabor-
t

dir. Dalamber prinsipina asason

0°u 0°u
AX——— =T — AX
P ot? ox?

alariq. Ax - o ixtisar edib vo T_a gobul etsok, harokatin

tonliyini

ol —ar?y )
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soklinds alariq. Bu isa dalga tanliyi va ya simin rags tonli-
yidir. Simin horakat tonliyini tam toayin etmok Ucun tokcs
(1) tonliyi kifayat deyildir. Machul funksiya u(x,t) alava
olaraq sarhad soartlarini va baslangic sartlorini 6domali-
dir. Sorhad sortlori simin uclarmin (x=0 vo x=1) necs
horokot etmosini, baslangic sortlori iSa baslangic anda
(t=0) simin vaziyyatini gostorir.

Tutaq ki, masalan, bizim forz etdiyimiz kimi, simin uc-
lar1 (x =0 va x =1) tarpanmozdir. Onda ixtiyari t g¢in

u(o, t)=0 (2)

u(l ,t)=o (2°)

sortlori 6donmolidir. Bu barabarsizliklor bizim masalo
Ucln sarhad sartlaridir.

Baslangic anda (t=0) sim, bizim ona verdiyimiz miioy-
yon formaya malikdir. Tutaq ki, bu forma f(x) funksiyasi
vasitasilo toyin edilir. Belaliklo,

u(x, 0)=ul,_, = f(x) 3)

olmalidir. Bundan basqa, baslangic anda simin har bir
noqtesinds ¢(x) funksiyasi ilo toyin edilon sirat do
verilmalidir. Belaliklo,

ou .
E|t:o = ¢(X) 3)

olmalidir. (3°) vo (3") sortlori baslangic sortlaridir.
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Qeyd .Xdususi halda, f(x)=0 va ¢(x)=0 ola bilar.
f(x)=0 va ¢(x)=0 olarsa, sim sikunatdo olacaqdir, de-
mali, u(x, t)=0.

Yuxarida qeyd etdik ki, moftildo elektrik rogsi moso-
lasi do (1) tenliyina gatirilir. Bunu isbat edak. Tutaq ki,
moftildo elektrik corayani i(X, t) va garginlik v(x,t) ilo xa-
rakterizo olunur; i vo v funksiyalari moftil zarindo gotu-
rilmiis noqtonin X koordinatindan vo t zamanindan
asilidir. Moftilin  Ax Unsilrinds gorginliyin diismasi

v(Xx,t) —v(Xx + Ax,t) z—%Ax olur. Bu kamiyyat iRAX hasi-

lino borabor olan omik gorginlik va %LAX hasilina

borabor olan induktiv gorginliyin comina barabardir.
Belaliklo,

—QAx:iRAx+gLAx, 4)
ox ot

Burada R vo L — moftilin vahid uzunluguna diigon mugavi-
mat vao 6z-6zlns induksiya omsalidir. Carayan, v -nin art-
masinin aks istigamatinds axdigi ti¢iin isara manfi goturdl-
misdir. Ax - ixtisar edarok
—+iIR+L—=0 5

. ©

aling.
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Digor torofdon, At zaman fasilesinda Ax nsuriindan
¢ixan va ona daxil olan carayanlar forqi

1(X,t) — (X+ AX,t) =~ —?AxAt
X

ifadosino borabordir. Bu forq Gnsiirin CAxaat—VAt yilkii ilo

yuklanmasina vo maftilin yan sathindan itkiya sarf olunur.
Clnki moftilin izolyatoru ideal izolyator deyil, bu itki
AVAXAt komiyyatina barabardir (burada A itki omsalidir).
Corayanlar forgini bu gostorilon komiyyatlorin comins
barabar edib vo AxAt hasilina ixtisar ersak,

a +C ov +Av=0 (6)

OX ot
tonliyini alariq. (5) va (6) tonliklarina teleqraf tanliklari
demoak gobul olunmusdur.

(5) va (6) tonliklari sistemindan elo bir tonlik almaq
olar ki, bura yalniz i(x, t) funksiyasi1 daxil olar va elo bir
digar tonlik almagq olar ki, ona ikinci machul funksiya olan
v(x,t) daxil olar. (6) tonliyinin hor torafini x - nazaran di-
ferensiallayaq; (5) tonliyinin hadlarini isa t -0 nazaron di-
ferensiallayib C -0 vuraq.Alman borabarliklori toraf—torofo
¢ixaq:

o%i ov ol o%i

a—2+ Aa——CRa——CLEZO
X X X
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(5) tonliyindan aa—: -in ifadasini bu tonlikda yerino

yazsad,
2 2
a_+ A(=iR — |_—) CRQ—CLa— =0
X’ ox ot
Vo ya
i i
P CLat— (CR + AL)— + ARi 7)

alariq. v(x,t) -ni tapmaqg Uciin do oxsar qayda ilo tonlik
alinir:

o0%v 0%v
——CL—+(CR+AL)—+ARV (8)
ox? ot?

Izolyatordan itkini vo migavimati nozoro almamaq
mimkin olarsa (A=0 vo R=0 olarsa), (7) va (8) tonliklori
dalga tonliklarina gevrilar:

g2 0 o%i 0% , 0%V

0
y a DR
o’ ot ox?  ot?

burada a2 = & qobul cdilmisdir. Fiziki sortlordon istifado

etmoklo mosalonin  sarhad va baslangic  sartlorini
gostarmok olur.
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22.4.3. Cubugqda istiliyin yayilma tanliyi. | sarhad
mMasalasi.

Uzunlugu | olan bircinsli ¢ubuga baxaq. Farz edacayik
Ki, cubugun enina kasiyinin ixtiyari ndgtasinds temperatur
eynidir va onun yan sathindan istilik niifuz eds bilmaz.
Cubugda istiliyin yayilma prosesini 6yranak.

Ox oxunu ela gotirak ki, gubugun bir ucu x=0 néqtasi
ilo, digor ucu isa x=I noqtasi ilo Ust-Usts diissiin (sokil 1 ).
Tutaq ki, u(x, t) funksiyasi ¢ubugun x absisli kasiyinin t
anindaki temperaturunu gostarir.

7 7, I l

Sakil 1

Tocribi Usulla mioayyan edilmisdir ki, istiliyin yayilma
surati, yoni zaman vahidinds absisi x olan kasikdon kegon
istiliyin miqdari

ou
=-k—S 1
q=-k—_ 1)
dusturu ilo tayin edilir.; burada S —baxilan ¢ubuq kasiyinin
sahasi, k isa istilikke¢irma amsalidir.
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Absislori x, va x, olan kasiklorin arasinda qalan
cubug Unsurine baxag. Absisi x, olan kosikdon At

zamaninda kegon istiliyin miqdar1 agsagidaki diisturla toyin
edilir:
ou

AQ, =—-k—
Q o

o SAL. @

X, absisli kasikdan kegon istilik migdari

ou

AQ, = k<
Q, x

xex, SAL 3)

olur. At zamaninda ¢ubuq insiirii daxilindo qaliq istilik
miqdari, yoni AQ, —AQ, asagidaki diisturla toyin edilir:

ou ou
AQ,—AQ, =| —-k—| _, SAt|—| —-k—], _, SAt| =
Ql QZ |: 6X X=X j| |: 8X X=Xy j|
~ k@AxSAt 4
Ox?

ou ou . N .
(burada P e I forgino Lagranj dusturunu totbiq

X! ox !

etdik). At zaman fasilosindo amolo galmis bu istilik artimi
cubug Unsurd temperaturunun Au godar yiiksalmasina sorf
edilmisdir.

AQ, —AQ, = CPAXSAU
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yaxud
ou
AQl - AQZ ~ CpAXS EAt y (5)

burada ¢ —cubug maddasinin istilik tutumu, p — cubug
maddasinin sixligidir ( oAxS ¢ubug Unsirinin kutlosidir).

Eyni istilik miqdar1 olan AQ, —AQ, forginin (4) va (5)
ifadoalarinin bir-birino barabar goétirsak,

2
k9Y axsat = coaxs M at
ox ot

yaxud

au_kar
ot cp ox®

alariq, burada ko a” gobul edib, son natico olaraq
cp

ou ,0%

S a pvl (6)
aliriq. Bu iso bircinsli ¢ubuqda istiliyin yayilma tanliyi-
dir (istilikkecirma tanliyidir).

(6) tonliyi hoallinin tamamils toyin olunmasi tiglin u(X,
t) funksiyas1 masalanin fiziki sartlorine uygun olan hiidud
sortlorini ddomalidir. (6) tonliyinin halli Gglin verilon sort-
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lor mixtalif ola bilor. Birinci sarhad masalasi adlanan
moasalays uygun sortlor asagidakilardir:

u(x,0)=p(x), 0<x<L, @)
u0,t) =y, (), O0<Lt<T (8)
ul,t)=w,(t), 0<t<T 9)

(7) sortinin (baslangic sartin) fiziki monasi ondan ibarat-
dir ki, t=0 oldugda ¢ubugun miixtalif kasiklorinds tempe-
ratur verilmis ¢(x) -o barabardir. (8) vo (9) sortlari (sarhad
sartlori) o demokdir ki, gubugun x=0 va x=l uclarinda
temperatur uygun olaraq v, (t) Vo v, (t) -0 barabordir.

Isbat edilir ki, (6) tonliyinin 0<x<1, 0<t<T oblas-
tinda (7), (8), (9) sartlorini 6doyan yegans halli vardir.
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XXIII FOSIL. 9DODI SIRALAR
23.1.1. 9dadi sira haqqinda anlayis

Tutaq ki,
dq,dy ..., dy, ...
sonsuz ododi ardicilligi verilmisdir. Bu ardicilligin
hadlarindon diizaldilmis

a; +a+...+a,+... (D)
Vo ya

> a, @)

n=1

Ifadosi adadi sira adlanir. a;, ay, ..., a,, ... odadlori siranin
hadlori, a; adodi siranin birinci haddi, a, adodi ikinci
haddi,a,, iso n-ci haddi adlanir.

(1) sirasmin hadlorindon asagidaki kimi comlor dii-
zoldak:

Sl = a,
Sz = aq + do
53 = ai + d, + ds
S, =a; +ax+....+a,.
Bu comlors adadi siranin xiisusi comlari deyilir.
S, =a; +a+....+a, 3)

comi (1) sirasinin n-ci xiisusi comi adlanir. (1) sirasinin
XUsusi comlar ardicilligini diizoldok:

S$1,S2,...,S,, - €))
Tarif. (1) sirasiin xiisusi comlor ardicilliginin sonlu
limS, =S
n—oo
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limiti varsa, onda bu siraya yigilan sira, S-o iso homin
siranin comi deyilir.

S ododdinin (1) sirasmmin comi olmasi fakti belo
yazilir:

o]

Z a, =S. (5)

n=1
Ogor siranin xiisusi comlar ardicilligr dagilirsa, onda
belo sira dagilan sira adlanir.

Misal 1.
n=1

stirasinin yigilan vo ya dagilan olmasini todqiq edok.

Holli. g=1 olduqda verilon sira dagilir. Bels ki, bu
siranin xiisusi comlor ardicillig

S, =n, n €N
dagilan ardicilligdir. g=-1 olduqgda iso
$:=-1,5,=0,8;=-1,5,=0, ...

olduguna goro {s,} ardicilligi vo demoli, verilon sira
dagilir.

q # 1 olduqgda verilon siranin ilk n haddinin comi

1—q"
S, = 1
1-q
1) Ogor |q| < 1 olarsa, " = 0,n — c-da, onda
B i 1 1\ 1
lims, = lim (= - —a") =7

Demoli, |q| < 1 oldugda
n=1
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siras1 yigilir.
2) |q| > 1oldugda g™ — o, n — co-da. Onda S, xusu-
si comi sonlu limito malik deyil, yani

2.
n=1

sirast dagilir.

23.1.2. Yigilan adadi siralar vo onlarin sada xassalori

Yigilan ododi siralarin asagidaki xassolori vardir:
1°. (1) siras1 y1gilandirsa, istonilon C adadi ti¢iin

>
k=1
sirast da yigilandir vo
o0

Y ca=c) a, 6)
k=1 k=1

Isbati. (1) siarsinin xiisusi comi S,, —dirso, onda

n n
O, =:ZE:Cak = C:E:ak =:CSn
k=1 k=1

olar va buradan
limo,, = 1lim(CS,) = ClimS, = CS
n—oo n—oo n—oo

alimir.Yoni (1) diisturu dogrudur.

2°.Yoni (6) dogrudur.
Z a, vo Z b,
n=1 n=1
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siralart yigilandirsa, onda bu siralarin comi vo forqi do
yigilan siradir, vo

0

> a,x Zlb - ;(an +b) (D)

n=1
borabarliyi dogrudur.

Isbati. Y a, vo Y b, siralarinin Xiisusi comlorini uy-
gun olaraq A,veB,onlarin comlorini iso Ava B ilo isars
edok.

(7) boraborliyinin sag torofindoki siranin xiisusi co-
minin 6,, = A, + B, sonlu limiti var vo bu limit

limo, =1limA, +1limB, =A+B

n—»>oo n—oo n—oo

odadina borabordir. Yoni (7) sirast yigilandir.

3% Yigilan (1) sirasinin hodlorini, diiziiliis sirasini
pozmadan, istonilon sokilds qruplasdirdiqda alinan sira da
y1gilandir vo onun comi verilmis (1) sirasinin coming bara-
bardir.

Verilmis (1) sirasinin birinci n sayda hoddini atdig-
dan sonra alinan

dni1 + an+2+. (9)
sirasina (1) sirasinin N-ci qaliq siras1 vo ya n-ci qahgi
deyilir.

(9) sirasiin comini ry, ilo isaro edok:

I, = apeq +apg2t+. o+ agimt. . (10)

Onda alinir ki,

S—-S,=r1€, (11)

Demoali, (1) sirasinin s adoding yigilan olmasi iglin

limr, =1lim(S-S,)=0

n—-oo n—oo

miinasibati 6danilmalidir.
4. (1) va (9) siralar1 eynui zamanda ya yigilandir, ya
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da dagilandir.

Isbati. (1) vo (9) siralarmin xiisusi comlorini uygun
olarag S, vo @ oy, ilo isars edok:

Om = Ap4q T Apy2t. oo T Apym,
Onda
Sn+m - Sn =0y Voya Sn+m = Sn t+om (12)

boraborliyi dogrudur.

Tutaq ki, (1) siras1 yigilandir. Onda

limS, =S

m-—oo

limiti vo buna gors do
limS,,,, =S

m-—oo
limiti sonlu olar. Buna gors (12) baraborliyindon
limo, = lim(S,,,, —S,) =S—S,
m-—oo m-—o0
miinasibati alinir. Bu da (9) sirasinin yigilan vo cominin
S — S,, oldugunu ifado edir.
Forz edok ki, (9) sirast yigilandir:

limo, =r,.

m-—oo

Onda (12) barabarliyindon
Hinoo Sn+m = 1111—{130(5“ +0,) =S, t1,
almir ki, bu da (1) sirasinin yi1gilan oldugunu gostorir.

Demaoli, (1) va (9) stralarimin har ikisi eyni zamanda
ya y18ilir, ya da dagilir.

Belolikls, belo bir notico aliriq.

Natica. Verilmis siraya sonlu sayda hodd olavo et-
mak va ya sonlu sayda hoddini atmaq, hamin siranin y1gil-
lan vo ya dagilan olmasina tosir etmir.

9% Yigilan siranin iimumi haddinin limiti sifra
borabardir:

lima, =0 (13)

n—->oo
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Isbati.a, =S, — S,_; oldugundan vo (1) sirasmin
yigilan olmasindan
lima, = lim(S, —S,-;) =1limS, —limS,_;, =S—S=0
n—-oo n—oo n—oo

n-—-oo
alirq.

Qeyd etmok lazimdir ki, siranin {imumi hoddinin
limitinin sifra borabor olmasi siranin yigilan olmasi {i¢iin
zoruri sortdir, kafi sort deyildir. Masalon, harmonik sira
adlanan

1ol L 14
T3ty t (14)
sirasinin imumi haddinin limiti sifra barabordir.
lim—=20
n-o N

lakin bu sira dagilandir.
Isbati. Dogrudan da istonilon n> 1 odadi iigiin

lim(S,, — S,) =1limS,, —limS, =S—-S=0.
n—oo n—oo n—oo
Bu boraborlik, asagidaki boraborsizliklo
1
Son — Sa =n—+....+—>n-—=—

ziddiyyat toskil edir. Odur ki, harmonik sira dagilan siradir.

23.2.1. Miisbat hadli siralarin yigilma slamatlori

Hodlori miisbot ododlordon ibarat olan siraya baxagq:
d1 +az +ag+....+an+. (1)
Teorem 1. (1) sirasinin y1gilan olmasi ii¢iin bu sira-
nin xiisusi comlar ardicilliginin mahdud olmasi zaruri vo
kafi sortdir.
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Zarurilik. Tutaq ki, miisbat hadli (1) sirast yigilan-
dir:

limS, =S.
n—>oo
Yigilan ardicilliq iso moahduddur.
Onda
S\<Mm=1,23,..) (2)

minasibatinialiriq.

Kafilik. (1) sirasimin hadlori musbat oldugundan
(aps1 = 0,n €N)

Sn+1 = Sn + An+1 2 Sn'

Demoli, verilmis siranin xiisusi comlori ardicilligi
azalmayan ardicilligdir. Monoton artan vo yuxaridan moh-
dud ardicilliq yigilandir. Buradan (1) sirasinin yigilan ol-
mas1 alinir.

Misal 1.

o]

1

n®
n=1
sirasinin y1gilan vo dagilan olmasini arasdirin.

Holli. Tutaq Ki, o« > 1 Onda istonilon k > 2 U(;Un

sk_zF_Hz fdxmzf

n=2n-1

k
k 1 a
j =1+— <l4+——=
1

a—1 a-—1
1

Demali, a > 1 oldugda miisbot hodli
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[00]

1
n®
. n=1
strasinin xiisusi comlor ardicilligi mohduddur. Onda teo-
rem 1-o goéro homin sira y18ilir.

Indi tutaq ki, a < 1. Onda

n+1 n—
d
Sk_ f dX> f _0(:

Buradan aliriq ki,
In(k + 1),a = 1 olduqda,
(k+1)17%-1
Sk > ———,a < 1olduqda.

Onda a < 1olduqda
lim S, = +o

k-

basqa sozlo, bu halda sira dagilir.

Teorem 2.
Z a, vod Z b,

siralarinin miiayyan bir N nomrosindon baslayaraq biitiin
hadlari Uglin

d
<"

H“_'_

0<a,<b,, n>N+1 3)
barabarsizliklori 6donarso,

sirasinin yigilmasindan
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oo
2,
n=1

(o8]
2,
n=1
sirasinin dagilmasindan iso

sirasinin yigilmasi,

sirasinin dagilmasi alinir.
isbatlzTutaq ki,

an - B.
=1

n=
Bu halda (3) borabarsizliklorindon istonilon k > N

dcun
> ausYhas Y-

berabersmhklsrl ahmr Bu 0 demakdn ki, monfi olmayan

e}

Ya

n=N
sirasinin - xiisusi comlor ardicilligt mohduddur. Onda

teorem 1-o goro
co
2

n=N
siras1 yigilir. Buradan iso
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[00]

Ya,

n=1
sirasinin yigilmasi alinir(xasso 4°).
ogor
(o8]
n=1

sirast dagilirsa, onda

2.b
n=1

strast yigila bilmoz, ¢iinki onun y18ilmasindan
[ee]

Ya,

n=1
sirasinin da yi1gilmasi alinard.
Misal 2.
o -
|sinn]|
2]1

n=1
sirasinin yigilan vo ya dagilan olmasini arasdirin.
Holli. Istonilon n € N Uigln
|sinn| 1
gn “2m
barabarsizliklori dogrudur. Digor torafdon

1
27
n=1

sirast yigilan siradir . Onda xassa 4-9 gora
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0 -
|sin n|

211
n=1
sirast da y1gilan siradir.
Misal 3.
Inn
vn
n=1

stirasinin yigilan vo ya dagilan olmasini aragdirin.
Holli. Butln n = 3 qiymaotlori ti¢lin

. 1 <lnn
Vo Vn

borabarsizliklori 6donir. Bundan basqa

i 1

n=1 \/ﬁ
siras1 dagilir . Bu halda yigilan (dagilan) oadadi siralar vo
onlarin xassalorino goro

(oe]
Inn

Vn
n=1

sirast da dagilir.
23.2.2. Dalamber va Kosi slamatlori.Miiqayiso slamati

Lemma 1. Misboat hadli

n=1
strasinin biitlin hadlari iigiin
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dn+1

<q<1neN (1)

n
borabarsizliklorini 6doyon  ododi varsa, homin sira
yigilir. n-in biitiin qiymatlari li¢iin
Adn1
a >1, n €N (2)
n
baorabarsizliklori 6donarsa, bu sira dagilir.
Isbati:(1) boraborsizliklorinden
an1 < qa, < g?a, 4 <... < aq"
borabarsizliklori ahmr Buradan 159
= alq , neN
barabarsizliklori ahmr. 0<g<l1 oldugu iclin

Yaat -2y

sirast yigilir. Onda musbat hadh 51ra1ar1n yigilmasi(dagil-
masi1) haqqinda teorema gora

Ya,

n=1

sirast da y18ilir.

Tutaq ki, (2) barabarsizliklori 6donir. Onda

Appp = a, = a1 = > A

Demoli, har birn € N t¢lin a, = a; > 0. Buradan
aliriq ki, siranin hadlari ardicilligi sifra yaxinlagmir, basqa
s0zlo, siranin yigilmasi tiglin zoruri sort 6donmir, yoni sira
dagilir.

Teorem 1 (Dalamber alamati). Tutag ki, misbat
hadli siranin hadlari Gglin

Ap+1

lim =q 3)

n— oo an
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sorti 0donilir. Bu halda q < 1 olduqda sira yigilir,q > 1
olduqda isa sira dagilir.
Isbat1 :Limitin torifino goro istonilon miisbot € odadi

verildikdo {32“} ardicilligimin miioyyon N ndémrasindon

sonra golon biitiin hodlori li¢lin
Ant1

q—e< <q+e

n
borabarsizliklori dogrudur. q <1 oldugda miisbat €
odadini elo se¢ok ki, g+ € < 1 olsun. Onda lemma 1-o
goro

[0¢]

Y a

n=N+1
sirast yigilir. Bu siranin yigilmasindan 6z ndvbasinda
(o8]

Ya,

n=1
sirasinin yigilmasi ¢ixir.
q > 1 oldugda homin ikiqat barabarsizlikde € — u elo
se¢ok ki, g — € > 1 olsun. Onda
a
;+1 > 1, n>N
n
barabarsizliklori dogru olur. Bu halda lemma 1-o gora

Y a

n=N+1
siras1 dagilir. Bu siranin dagilmasindan alariq ki,
[ee]

Ya,

n=1

sirast da dagilir.
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Qeyd. Ogor
. dnyq
lim
n—oo an
Limiti yoxdursa vo ya vahido barabardirso, bu halda
Dalamber olamati

0]

Ya,

n=1
miisbat hadli sirasinin yi1gilan vo ya dagilan olmasi sualina

cavab vermir.
(oe]
1’12
.3
n=1

Misal 3.
sirasinin yigilan vo ya dagilan olmasini aragdirin.

Holli.
. an+1 . (n + 1)2 3n
fim == = lim e
1 . 2 1 1
=§,‘,L'2(1+; F) =z<t

Dalamber olamatino goro

25
n=1
sirast y1gilir.
Misal 4.

n=1
sirasinin yigilan vo ya dagilan olmasini aragdirin.
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Holli.

agy on+l 2 2
lim

=lim——— == 2 lim ———— = 2 lim ———— =2 > 1.
n-oo a, noo (n+1)2 2n R (n + 1)2 n® 1+2%+ lz >
n n
Dalamber olamaotino goro
[ee) 2n
n?
n=1

siras1 dagilir.
Lemma 2. Miisbot hodli siranin miioyyon bir N
ndmrasindon baslayaraq bltin hadlori tiglin

Van<q<1 (5)
borabarsizliklorini 6doyon q ododi varsa, homin sira dagilir.

ogor
Ya=1, n=N
borabarsizliklori 6donirso, onda (1) siras1 dagilir.
Isbati:Ogor biitin n > N giymotlori iigiin Ya < q < 1
barabarsizliklari 6donirss, onda
a, <q", n > N.
0 < g < 1 oldugu iigiin

2.
n=1

sirast yigilir.
Onda

siras1 da dagilir.
Indi forz edok ki, biitin n = N giymotlori {iciin
Ya, = 1. Onda bitin n >N giymatlori {igiin a, >
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1 borabarsizliklori dogrudur. Bu halda siranin yigilmasi
ticlin zoruri sort 6donmadiyindon

Ya,

n=1
siras1 dagilir.

Teorem 2 (Kosi alamati).Tutaq ki, miisbat hadli

(1) sirasinin hadlori tigiin

lim '{/a_n =q
sarti O0danilir. Bu halda q < 1 olduqda sira yigilr,
q > 1 olduqda isa sira dagilir.

Isbati: Limitin torifino géro istonilon miisbot € ododi
verildikds {3/a,} ardicilliginin miisyyan bir N = N(¢)
nomrasindon sonra golon biitiin hadlori liglin

q—e<Va,<q+¢ (7)
sorti 6donilir.

g < 1 oldugda miisbat € odadini elo segok ki, q + € < 1
olsun. Onda lemma 2-yo gora

Ya,

n=1
sirast yigilir.

q > 1 oldugda (1) ikigat borabarsizliyindo miisbot €
adadini elo segok ki, q — € > 1 olsun. Bu halda lemma 2-ys

gora
[ee]
n=1

sirast dagilir.
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Misal 5.

(o]

1
n"
n=1
strasinin yigilan vo ya dagilan olmasini aragdirin.
Holli.
o1 1
lim [—=I1lim-—=0

n-co _ [N n-oo N

Kosi olamatino goro

1
n"
n=1
siras1 dagilir.
Misal 6.
[e0) 1 nZ
2.(1+3)
n

n=1
stirasinin yigilan vo ya dagilan olmasini aragdirin.

Holli.
n 1 n?2 n
lim (1+—) =lim(1+—> =e > 1.
n—oo n n—oo n
Kosi olamotino goro

> (1+3)

n=1

n2

siras1 dagilir.
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Qeyd.

lim 3,
limitinin olmadig1 vo ya vahido barabor oldugu halda Kosi
olamati (1) sirasinin y1gilan vo ya dagilan olmasi hagqinda

suala cavab vermir.
23.3.1.Isarasini novba ils dayison siralar

Misbathadli siralarin yigilmasi haqqinda isbat etdi-
yimiz tokliflor va yigilma oalamatlori biittin hadlari misbot
olmayan adadlor olan

UitUs+....+Upt... 1)
sirasinin (U, <0, n=1,2,....) yigilmasin1 todqig etmok dglin
do totbig olunur. Hadlori miixtalif isarali hagiqi odadlor
olan siralarin yigilmasina iso homin yigilma oalamatlorini
bilavasito totbiq etmok olmaz. Belo siralarin yigilmasi
muxtalif Gsullarla tadqiq olunur.

Hadlori miixtalif isarali adadlor olan siralarin on sada
ndvii isarasini ndvbo ilo doyison siralardir.

0

> (DU, U0 n=12,..... ) (2)

n=1
soklinds olan siraya isarasini ndvba ilo doyison sira deyi-
lir. Isarasini névbo ilo doyison siranin hadlori névbo ilo
musbat vo monfi ododlordir.Belo siralar haqqinda asagi-
daki teoremi isbat etmok olar.
Teorem (Leybnis). Isarasini névba ilo dayisen (2)

sirasi iigiin

U,>Un>0  (n=1,2,...) (3)
Vo

limU, =0 4)

n—o
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sartlori ddanildikds hamin sira yi@ilandr.
Isbati. (2) sirasinin ciit indeksli xiisusi comlarini

Son = 22 (D* U, = (U; — Uy) +
+(Us = U+, ..., +(Uzp_1 — Usyp)

Kimi yazaq. Uy-Uys (k=1,2,...) forglori (3) sortino gora
monfi olmayan adadlordir. Buna gors do

Some1) =Sant(Uzni1-Uznez) > Son
olar, yani (2) sirasmin ciit indeksli xiisusi comlorinin {S,, }
ardicillig1 monoton artandir. Bundan basqa

Son=U1-(Uz —U3) -...-(Uzn2 —Uzn.1 ) - Uy
barabarliyi (Uy - U1 > 0, Uy, > 0) gOstorir ki, Sy<U;
(n=1,2,....) barabarsizliyi dogrudur.

Demoli, {S,, monoton artan (azalmayan) vo yuxa-

ridan mohdud ardicilligdir. Belo ardicilligin iso sonlu li-
miti var :
limS,, =S (5)

n—o0

Son+1=SontUsney borabarliyindon vo (4) soartino gore

mU, , =0 olmasindan aydindir ki, (2) sirasinin tok

li
indeksli xususi comlori ardicilligt da homin S adadins
yigilir:

2n+1

limS,,., =S (6)
(5) vo (6) boraboarliklori (2) sirasinin xtsusi comlarinin
{S, }ardicilligmin yigilan oldugunu gostorir:

limS, =S

Teoremin isbatindan aydindir ki, (2) sirasinin ciit
indeksli xususi comlari ardicillig1 azalmayan, tok indeksli
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Sonr1=U1-(Uz =Us) -...-(U2n —Uzna1 )= Sana-(Uan —Uznea)
Xususi camlari ardicilligi isa artmayandir. Onda (5) va (6)
barabarliklarina asasan istonilon n Gglin
Son<S<Szn1 (7)
olar. Buradan
0< SZn-l'SS SZn-l'S2n: U2n
Vo
OSS'SZn < S2n+1'82n:U2n+1
barabarsizliklari alinir. Demali, istonilon n tgln
|Sn - S| < Un+1 (8)
barabarsizliyi dogrudur.
Natica. Isarasini ndvba ilo doyison (2) sirasinin ga-
1181 liglin
Ry[=[S—S,|<Upn ©)
barabarsizliyi dogrudur.
Misal. Isarasini ndvba ilo doyisan

11 1
-+ e (D) e, 10
T i (10
sirasi liglin teoremin sortlori, yani
1 1 1
=>—, lim==0
n n+l n-

minasibatlori 6donildiyindon homin sira yigilandir.

23.3.2. Miitlaq va sorti yigilan siralar. Leybnis slamati

o0
D laul
n=1
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Torif 1.

sirast yigilirsa,



o]

Ya,

sirast miitloq yi18ilan sira Ialldiannr.
Teorem 1.
|ay|
n=1
sirasi yigilirsa,
2.
n=1
sirasi da yigilir.
Isbati :Hodlori
|an|+an |an|_a
o= Ve G =T

soklinds olan

Yho v D

siralarina baxaq Bu siralarin biitiin hadlarl ticlin
0<p,<la,|vaa0 <q, < |a,]
barabarsizliklori dogrudur

Zlanl

Sirasinin ylgllmasmdan v:a buberabarsullklerdan

Yhw Y

siralarinin ylgllmas1 ahmr D1g9r tarsfdan, an = Pn —

oldugu ii¢lin
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sirast yigilir.

Bu teorem gostorir ki, siranin miitloaq yigilmasindan
onun adi y1gilmast alinir.

Teorem 2 (Leybnis slamati).Hadlori miisbat adad-
lor olan vo monoton azalan {a,} ardicilhgmin limiti
sifra barabordirsa,

i(—l)" a (D
n=1

siras1 yigilir.
Isbati:

0

> (-1 ta,

n=1
strasinin ciit ndmroli xlisusi comlori tiglin

SZk = aq —dy + ds —0034_ + ...+ dok—1 —d2x —

= Z(aZn—l — azy,)
n=1

boraborliyi dogrudur. a,,_; —a,, = 0,n = 1,2, ...0ldugu
licin buradan aliriq ki, sy, Kk € N ardicilligit monoton
azalmayan ardicilliqdir. Digoar torafdon istonilon k € N
gl

Sok =a; —(az —az) —(ag —ag) — - — (agk—2 —
—ay,_1)—ay < a; @

olduguna goro  s,y, K € N ardicilligt mohdud ardicillig-
dir. Odur ki, bu ardicilligin limiti var. Tutaq ki,
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lim Sy, = S. (3)

k-

Bundan bagqa, siranin tok nomroli xiisusi comlori
ardicilliginin da limiti S-o barabordir. Dogrudan da
}{im Sok-1 = }{im(SZk — azy)
= lim S, — }(i_{gaZk _S-0=S

k—-wx

nZl(—l)“—l:ann

sirasinin xiisusi comlariardicilliginin sonlu limiti var, bas-
qa sozla, bu sira y1gilir.

Tarif 2. Yi8ilan sira miitloq y1glmirsa, belo sira sorti
yigilan sira adlanir.

Misal.

Demali,

n=1
strasinin yigilan vo ya dagilan olmasini aragdirin.

Halli.a > 0 oldugda {%} ardicilligt monoton azalir

\6)
lim—=0.
n-o na
Onda Leybnis alamatina gors verilon sira y1gilir.
(-D" 1
Z e | n?
n=1 n=1

siras1 is9 o > 1 olduqda y1gilir, a <1 olduqda iso dagilir.
Beloliklo,
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— (—1)"

na
n=1

sirast o > 1 oldugda miitlaq yigilir, 0 < a < 1 olduqgda
159 sorti y1gilir.

23.4.1. Qiivvat siralar

Tutaq ki, agy, aq,a,,...a,, ... adadlori verilmisdir.
Asagidaki siraya baxaq

Z a,(x—a)"=ay+a;(x—a)+a,(x —a):+ -+
n=0

tap(x —a)* + - (1)

Bu sira x doyisoninin hor bir qeyd olunmus qiymoe-
tindo miioyyon bir ododi siradir. (1) soklindo olan sira
quvvat sirasi adlanir. ay,aq,ay, ..., ap, ... 9dadlori qlivvet
sirasinin amsallart adlanir.

Ogor (1) sirast x doyisoninin miioyyan bir xq iymo-
tindo yi1gilirsa, onda deyirlor ki, verilon qiivvat sirast X=Xg
noqtesindo  yigilir. Qiivvat sirasinin - yigildigr  biitiin
noqtolor ¢oxlugu onun yigilma oblast1 adlanir.

Biz asason

0

Z a,x"=agt+a;x+a,x’+ ...+a,x"+ .. (2)
n=0
soklindo olan qiivvot siralarina baxacagiq, ¢linki (1) sirasi
x-a=X" avazlomasi ila (2) soklina gatirilir.
Hor bir qiivvoat sirast on azi bir noqtodo yi181-
lir.Dogrudan da (2) siras1 x=0 ndqtosindo y1gilir.
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Teorem 1 (Abel teoremi).9gar (2) qiivvat sirasi
X=Xo(X¢ # 0)noqtasinda yigilirsa, onda hamin sira Xx-in
x| < [x]
sortini 0dayon biitiin qiymoatlorindo miitlaq yigilir.
hamgcinin agar (2) siras1 xy noqtasindo dagilirsa, onda

homin sira x-in
x| > |x]
sartini 6dayan biitiin qiymatlorinds dagilir.
Isbat1 : Tutaq ki,

0

n=0
odadi siras1 yigilir. Bu halda
lima,xg =0

n—-oo

olduguna goro {a,xy} ardicilligt mohduddur. Tutaq Kki,
lapxg|] < M, n € N. Onda x-in bitiin

x| < [Xol
qiymotlorindo
x| \"
la,x"| = |a,xp] (— < Mq",
X0l

(burada q = % <1).
Xo

D Ma"
n=0

siras1 yigilir. Onda, miisbat hadli siralarin yigilmasi haq-
qindaki teorema goro

D lanx”|

n=0
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Indi tutaq ki,

o

o0

>

n=0

siras1 dagilir. Bu halda

qiivvat sirasi X-in

X[ > %ol
sortini 6doyon hor bir giymotindo dagilir. Dogrudan da,
ogor

o0

n=0
siras1 dagilirsa, onda X-in
x| > [Xol
sortini 6doyan heg bir giymoatindo
[e¢]

n=0
stras1 yigila bilmaz, ¢iinki oks halda onun yigilmasindan
yuxarida isbat etdiyimiza gora

n=0
sirasinin yigilmasi alinardi.
Teorem 1-o gora

o0

n=0
quivvat sirasi tigiin asagidaki ti¢ hal miimkiindiir:
1) sira ancaq X=0 noqtasinda y181lir;
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2) sira biitiin hoqiqi oxda y1gilir;

3) elo bir R>0 ododi var ki, sira X-in (-R;R)
intervalina daxil olan hor bir ndqtesinds yigilir, X-in
|x| > R sortini 6doyan har bir giymatinds dagilir.

Torif 1.

o]

n=0
quivvat sirast X-in |x| < R (R > 0) sortini 6doyan istonilon
giymatinds yigilir vo X-in |[x| > R sortini 6doyan istonilon
qiymotinds dagilirsa, R ododi homin siranin yigilma
radiusu adlanir.

0

n=0
qiivvat sirast ancaq X=0 ndqtosindo yigilirsa, yigilma
radiusunu R=0, biitiin hoqiqi oxda yigilirsa, yigilma ra-
diusunu R = +oo hesab edacoyik.

Teorem 2.
{ |a, | }
an+1

ardicilliginin sonlu va ya sonsuz limiti varsa,
0

n=0
qiivvat sirasinin yigilma radiusu ticiin

|a, |
R = lim——
n_’f’°|an+1|

diisturu dogrudur.
Isbati : Tutaq ki,
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. lagl
lim——— = A.
n'_"’Olan+1|

Ovvalco A-nin sonlu adad oldugu hala baxaq:
0 <A<+w A=0oldugda

linl|an+1|

= +oo0,

n—-o an
Bu halda x-in har bir x # 0qiymatindo
. |an+1xn+1| . |an+1|
lim———— = |x|lim
n—00 |aan| n=00 an|
boraborliyi dogrudur. Onda Dalamber slamatino gora

n=0
siras1 dagilir. Demoali, A=0 oldugda R=0
0 < A < 4w olduqda
. |an+lxn+1| . |an+1| |X|
lim——— — = |x|lim =—.
n—oo |aan| n—0 anl A
Dalamber olamotino goro

n=0
siras1  |[x| < A vo ya lAﬁ <1 oldugda mitlaq yigilir,
|x| > A oldugda iso dagilir. Demoli, R=A.

A = 400 olduqda x-in sifirdan forgli har bir qiymotindo
Xn+1|

=0

= 400

. |an+1
lim
n=0 |aan|
diisturu dogrudur. Buradan aliriq ki, sira x-in bitin qiy-
matlorinde miitlaq y1gilir, bagqa sozlo, R = +co.
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Teorem 3. {i/la,|} ardicilh@min sonlu vo ya
sonsuz limiti varsa,

o0

>

n=0
qiivvat sirasimin yigilma radiusu iiciin

1
R=—"—
lim ./|a,|

n—oo
diisturu dogrudur.

n—O

strasinin yigilma radiusunu tapin.
Holli. Bu misalda

1
a, =———
" (n+1)2
oldugundan
T lan] . (m+2)2 . 2
R =1lim,_,, P lim,_,, eveTrhe lim, . [1+ — +
1
+ (n+1)2] =1
Misal 2.
Z(n + 1)(n + 2)x"

n=0
sirasinin yi1gilma radiusunu tapin.

Halli.a, = (n + 1)(n + 2)oldugundan

. lagl . (m+1)(m+2) = n+1
R =1lim = lim = lim =

oo |agq| me(M+2)(n+3) noon+ 3
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Misal 3.

E(n +1)nxn
n=0

sirasinin yigilma radiusunu tapin.
Halli. a, = (n + 1)" oldugundan
1

1 1
R = = = . =
limY/|a,] lim%Y(n+ 1" Ll_{g(n +1)
n—oo n—oo

Qiivvet siralarinin diferensiallanmasi vo inteqrallan-
masi.

Tutaq ki,

0.

o0

n=0
qiivvat sirasinin yigilma radiusu R > 0. Onda bu siranin
comi asagidaki (1) diisturu ilo ifads olunan

f(x) = Z a,x" (1)

n=0 .
va toyin oblasti (-R; R) intervali olan funksiyadir. Isbat
etmoak olar ki, f(X) funksiyasiin (-R;R) intervalinda istani-

lan tortibdon kasilmoaz toromasi var va

0

f'(x) = Z na,x" 1,

n=1

f'(x) = z n(n — 1)a,x"2,

n=2
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0

f(x) = Z n(n—1)(n - 2)a,x"3

n=3

Basqga so6zlo, bu o demokdir ki, qiivvot sirasinin isto-
nilan tartibdon hadbohad diferensiallamaq olar.
Homginin isbat etmok olar ki, qiivvot sirasin1 hadbo-

had inteqrallamq olar:
b

f(Zax)dx—Zfa x"dx,

n=0 3

burada—R<a<b<R

23.4.2. Funksiyalarin qiivvat sirasina ayrilmasi. Teylor
siralari anlayisi.

Tarif 1. Tutaq ki

Z Calx — )" (1)

qiivvat sirast (a-R, a+R) intervalinda y1gilir vo onun comi
f(x) funksiyasina borabordir, yani x-in (a-R, a+R) interva-
lindaki biitlin giymatlorindo

() = ) Calx—a)" )

n=0
boraborliyi dogrudur. Onda, deyirlor ki, f(x) funksiyasi
(a-R, a+R) intervalinda (1) qiivvat sirasina ayrilir.

429



Teorem 1. f(X) funksiyas1 (a-R , a+R) intervalinda
quvvat sirasina ayrilirsa, onda onun homin interval da-
xilinda istonilon tortibli kasilmoz téramasi var.

Dogrudan da, f(x) funksiyasi (a-R, a+R) intervalinda
(1) qlivvat sirasina ayrilirsa, onda (a-R, a+R) intervali (1)
guvvat sirasinin yi1gilma intervali daxilindo yerlogor. Qiiv-
vot sirasinin comini 6zliniin yigilma intervali daxilindos is-
tonilon tortibdon hadbohod diferensiallamaq miimkiindiir.
Bu halda (1) sirasinin istonilon tortibdon hodbohoad dife-
rensiallanmasindan alinan siralarin f® (x) comlori yigilma
intervali daxilindo vo buna goro do, xiisusi halda, (a-R,
a+R) intervalinda kosilmoyon funksiyalar olar.

Demali, f(x) funksiyasi (a-R, a+R) intervalinda qiiv-
vat sirasia ayrilirsa, yani x-in (a-R, a+R) intervalindaki
bltiin qiymatlorindoa

f(x) = z C, (x— )"
n=0

borabarliyi dogrudursa, onda bu siram istonilon tortibdon
hodbohod diferensiallamaq olar vo x-in homin intervaldaki
biitlin giymotlorindo

£09 (x) = Z nn—1)..(n—k+1)C,(x — a)*k
n=k

k=12..) (3)

barabarliklori dogrudur. Bu barabarliklorde x=a hesab etsok
f(a) = Co,f®(@) =k! ¢, k=12,..

olar.Buradan

k)
C = f kfa) (k=0,1,2,..;0! = 1) 4)

alariq. Bu qiymatlari (2) barabarliyinds yerins yazdiqda
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o0

(n)
00 =y — 2 (g apn 5)

n!
n=0
Vo ya
f(x) = f(a) + fi—?)(x —a)+ f z(a) (x—a)?+ ..
(n)
+ G x—a)™+ ..
n!

Tarif 2. Tutaq ki, f(x) funksiyasi a noqtosinin miioy-
yan otrafinda toyin olunmusdur vo homin ndqtads istonilon
tortibdon téromasi var. Onda

o0

£
S @ ©)

n!

n=0
qivvat sirasma f(x) funksiyasinin a noqtosinda Teylor
sirasi, (4) ododloring iso Teylor amsallar: deyilir.
Xdsusi halda, a=0 olduqda Teylor sirasi

o]

f(n)(())
n
z n! X (7)
n=0
soklindo yazilar. Buna f(x) funksiyasinin Makloren sirasi

deyilir.

Beloliklo, yuxarida aparilan miihakimoys vo isbat
edilon (5) barabarliyine asason asagidaki toklif alinir:

Teorem 2. f(x) funksiyas1 a noqtasindo miiayyan
dtrafinda (2) qiivvat sirasina ayrilirsa, onda bu sira ho-
min funksiyanin Teylor sirasidir.

Demoli, x=a ndqtasinin miidyyan atrafinda tayin
olunmus f(x) funksiyasinin (x-a) farqinin qiivvotlarina
gora qitvvat sirasina ayrilma mosalosi, eld homin
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funksiyanin (6) Teylor sirasina ayrilmasi mosalasinin
eynidir.
Noatica 1.x=a ndqtasinin miioyyan atrafinda yigilan

> Cax-a)" (®
n=0

qiivvat sirasmin cami eyniliklo sifira borabordirss, onda
onun biitlin omsallar1 sifra borabordir:
C,=0(n=0,12..).
Dogrudan da, a ndqtosinin miioyyon otrafinda (8)
sirasmin comi f(x) = 0 oldugundan (4) diisturuna osason
£ () (@)
Cn = n!

=0(n=0,12.)
olar.

Natica 2.(QUvvat sirasina ayrihsin yeganaliyi).
X=a nogtasinin miioyyan otrafinda eyni bir f(x)
funksiyasina yigilan

Z C,(x—a)"veo Z d,(x—a)"
n=0 n=0

qiivvat siralart bir-birinin eynidir, yoni onlarin uygun
omsallar1 barabordir:
C,=d,, n=20,12,.. 9
Basqa sozlo, f(x) funksiyasi X-a forqinin qiivvatlorine
goro yegano qiivvat sirasina ayrila bilor.
Dogrudan da, (4) diisturuna goro
(n) ()
SLLICTIE LIC

oldugundan (9) borabarliklori dogrudur.

n!
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Tarif 3. x=a ndqtosinin miioyyon otrafinda qiivvot vo
ya Teylar sirasina ayrilan bilon f(x) funksiyasina homin
noqtads analitik funksiya deyilir.

Buradan vo yuxarida isbat etdiyimiz 1-ci teoremdon
aydindir ki, x=a noqtosindo analitik olan funksiyanin ho-
min ndqtonin miioyyon otrafinda istonilon tortibli toromaosi
var. Bu toklifin torsi dogru olmaya da bilor: verilmis x=a
nogtosinin miioyyon otrafinda istonilon tortibli toromosi
olan funksiyalar vardir ki, onlar x=a noqtosindo analitik
deyildir, yoni homin ndqtonin otrafinda Teylor (qlivvat) si-

rasina ayrilmir. Masoalon,
1

f(x) = {e_x_z, x # 0olduqda (10)
0, x= 0olduqda
funksiyasinin biitiin adod oxunda, xiisusi halda Xx=0 noqto-
sinin har bir otrafinda istonilon tortibli toromasi var. Dog-
rudan da, x ;t 0 noqtolorinda

1 6 1 4 1
f'(x) = —e X2, f(x) = ——e x2+x—e <2, ..,
X= Onoqtesmds 159
1
f(Ax) —f(0) . e @o?
£(0) = gx—)O Ax N gg}) Ax ) =0
2 Tao?
(a0 —£(0) _ . @or® ™
CO=IMT s T a0

aliir, yoni funksiyanin X=0 noqtasindo biitlin téromalori
sifra borabordir:
fO)=f0)=f"0)=...=f™O) =f™V(Q)=-..=0
Homin funksiya T{g¢lin X-0=x qlivvetlorino gora
yazilmis (6) Teylor sirasini diizeldak:
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— 0
ZEXD =0+0-x+0 -x%+...+0-x"+.... (11)
n=0
Bu sira biitiin odod oxunda yigilir vo onun comi
eyniliklo sifra borabordir:

0
—x"=0.
n!
n=0
Demali, (10) funksiyasinin (11) Teylor sirasinin
eynilikls sifra barabar olan comi homin funksiyanin 6ziino
barabor deyildir (ancaq X=0 noqtasindo borabordir). Bu
gostoariri ki, (10) funksiyasi Xx=0 ndqtesinin heg¢ bir otrafin-
da qlivvet sirasia (Teylor sirasina) ayrilmir, yoni analitik
deyildir.
Funksiyalarin Teylor sirasimna ayrila bilmasi
sortlori.
Tutaq ki, f(x) funksiyasi X=a ndqtasinin miioyyan ot-
rafinda toyin olunmusdur vo homin noqtods istonilon tor-
tibdon toromasi var. Onda f(X) funksiyasi ligiin X=a ndqto-

sinda
f™(a
Y@
T, n!
Teylor sirasin1 yazmaq olar. (1) sirasinin yigilan vo

ya dagilan olmasi, yigilan oldugda iso onun cominin f(X)
funksiyasina borabor olmasi haqqinda avvalcodan heg no
demok olmaz. Buna goro do (1) sirasmmin f(X)
funksiyasinin Teylor sirast olmasini

(n)
£~ Z @ (x - ayn @)

n=0
kimi yazirlar (~uygunluq 1sar9s1d1r).
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Xisusi halda, (1) swras1 f(x) funksiyasina yigilan
oldugda (2) miinasibatindo  (uygunluq) isarasi 9vozind
=(borabarlik) isarasi yazilir. Bu halda, deyirlor ki, f(x)
funklsiyas1 Teylor (va ya qiivvat) sirasina ayrilir .

Belo bir sual garsiya ¢ixir: f(X) funksiyasinin Teylor
sirast nd zaman onun 0ziina y1gilir? Bu masalani tadqiq et-
mok ti¢lin f(X) funksiyasmin (x-a) forqginin qiivvatloring
goro yazilmis Teylor diisturuna baxaq:

<P
=Y - kfa) x-a)*+R,x).  (3)
Burada =
Sl
0=Y =Dk @
k=0

coxhadlisi f(x) funksiyasinin n-daracali Teylor ¢oxhadli-
si, Rn(x) iso Teylor diisturunun qahq haddi adlanir. (4)
comi eyni zamanda (1) Teylor sirasinin n-Ci XUSusi
comidir. (3) diisturunu

f(x) = Sn(x) + Rn(x) (5)

f(x) — Sy (%) = Ry (X)
kimi yazdiqda asagidaki teorem alinir:

Teorem 1. F(x) funksiyasimin (a-R, a+R) interva-
Iinda (1) Teylor sirasina ayrilmasi iiciin homin inter-
valda onun istonilon tartibli toramasinin olmasi va (3)
Teylor diisturu qalq haddinin x-in (a-R, a+R) interva-
Iindak biitiin gqiymatlarindd

Illi_)m R,x)=0 (6)

barabarliyini 6domasi zoruri vo kafi sortdir.

Vo ya
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Bu teoremin sortlorini yoxlamaq bozon ¢otin olur.
Belo hallarda funksiyanin qiivvot sirasina ayrilmasini asa-
gi1daki kafi sorto asason miioyyan etmok olar.

Teorem 2. Tutaq ki, f(x) funksiyasinin (a-R, a+R)
intervalinda istanilon tortibli toramasi var va bu téromo-
Iorin hams1 homin intervalda miintozom mahduddur,
yani x-in (a-R, a+R) intervalindaki biitiin giymatlarinda

fPx)|<M (k=0,1,2,..., (7)
barabarsizliyi 6donilir. Onda f(x) funksiyast hamin in-
tervaldaTeylor sirasina ayr1I1r

£
0=Y"Dap @
n=0

Isbat1. (8) boraborliyinin dogruluguna inanmagq iigiin
x-in (a-R, a+R) intervalinda yerloson biitiin giymatlorindo
(6) miinasibatinin 6danildiyini gdstormak kifayatdir.

(3) Teylor diisturunun qaliq haddini Laqranj soklindo
gotiirok:

£ (%)
Ra(0) = gy &~ a)"L g e (ax),
(7) borabarsizliyino goro
(D)
IRy(X)| = ﬁ |x —a|"*! <
|X—a|n+1
(n+1)! (9)
olar. Har bir geyd olunmus x ii¢lin
|X _ |n+1
lim——— =
N eI TR

boraborliyinin dogrulugu isbat olunmusdur. Onda (9)
barabarsizliyins asason har bir x € (a — R, a + R) Ug¢ln
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lim,_ R, (x) = 0olar.
Teorem isbat olundu.

23.4.3.Elementar funksiyalarin Teylor sirasina
ayrilmasi

ovvalki paraqrafda isbat edilmis teoremlori totbiq
edorok bir sira elementar funksiyalar1 Teylor sirasina ayir-
magq olar.

I. f(x) = e*. Bu funksiya (¢lin
f(XN=fX=f"x) =..=fW(Kx) =. =e*
oldugundan x-in (-R, R) intervalinda yerlogon biitiin qiy-

matlorinda

[f®x)|=leX| <eR (k=0,1,2,..)
borabarsizliyi 6donilor. Demali, e* funksiyasi ii¢lin 2-Ci
teoremin sortlori 6denilir, yoni homin funksiya istonilon
sonlu intervalda (buna gors do odod oxunda) Teylor sirasi-
na (a=0) ayrilir. f™(0) = e® = 1oldugundan e*funksiya-
siin Teylor ayrlhsl
n

e* _Z__1+X+E+ +—+ (1)
soklinds olar.
Il. f(x) = sinx.Bufunksiya t¢in
B3 x5 2n+1
o - _ n
sinx = x 3|+5' ot (—1) Zn +1)|+Rn(x).

Teylor diisturunun vo X-in biitiin qiymotlorindo
limR,(x) =0
n—oo
barabarliyinin dogrulugu aydindir. Demali, sin x funksiya-
st biitiin adad oxunda

437



@ (_1)nX2n+1
sinx = —_— 2
T L e 2)
n=
Teylor sirasina ayrilir.

1. f(x) = cos xfunksiyasi ligiin
2 L4 2n

X
cosx=1-— 21 + TR + (—1)" 20! + R, (X)

Kimi Teylor diisturu va X-in biitiin qiymatlarinda
limR,(x) =0
n—oo
barabarliyinin dogrulugu ovvaldon molumdur. Buradan
homin funksiya li¢lin

x (_l)nXZn
COSX = W (3)
n=0
ayrilis1 alinir.

24.4.1. Kompleks sira

Tutaq ki, a,,a,,...,a,,... kompleks adadlordir, yani
a, =b, +ic,,k=123,...,

burada b,,b,,... vo c,,c,,.. adadlori haqigi ododlordir.
Asagidaki kompleks adadi siraya baxaq:

& +a,+.+a, +..= ) a, (1)
=1
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Forz edok ki, b, vo > ¢, ododi siralart yigilir vo

n=1 n=1

>b,=B,>¢c,=C.
n=1 n=1
B +iC kompleks adadins (1) sirasinin comi deyilir.

Teorem. > |a,| sirast yigilarsa, )" a, sirast da yigilir.
n=1 n=1

Isbati. i|an| = i,/bf +c? odadi sirasinin
n=1 n=1

yigilmasindan vo
Ib,| < /b2 +CZ, [c,] < /b2 +C2

borabarsizliklorindon  >’b, vo ) ¢, siralarmim yigilmasi
n=1 n=1

¢ixir. Bu halda aydmdir ki, Y b, vo ) c, siralar da
n=1 n=1

yigilir. Bu iso torifo goro o demokdir ki, Zan sirast
n=1

y1gilir.
Indi do kompleks qglivvat sirasina baxaq:

a2, )
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a,=b,+ic,,(n=012,..,),z=x+iy . Isbat etdiyimiz

teorema goro  >la,[z"

sirasinin  yigilmasindan (2)

sirasinin yigilmasi ¢ixir.

24.4.2. Eyler dusturu

Bilirik ki, e funksiyasi ii¢iin

ayrilist dogrudur. Onda tobii olaraq e* kompleks dayisanli
funksiyasi

dusturu ilo toyin edilmalidir. Z—' quvvat sirast z-in hor
n=0 'I=

bir giymatinds yigildigindan bundan ovvalki paragrafda

ishat etdiyimiz teoremo goro ZZ_, sirsast da z-in har bir
~= n!

giymotinds y1gilir.
Xdsusi halda z =ix oldugda
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x _ o (iX)" (ix)™ (ix) ™
° _Z(; n Z(2|<)| Z(2|<+1)l

Digar toroafdon
( 1) 2k+l I(_l)k
oldugunu nazars alsaq (1) disturu

B © k 2k ( 1)k 2k+1
—Z (2k)l Z (2k +1)!

k=0

1)

soklini alar. Bu borabarliyin sag toroafindoki siralarin comi
uygun olaraq cos x-2 Vo sin X- o barabardir. Odur ki,

e™ =cos X +isinx. (2)
Burada x avazina -x gotursok
e ™ =cosx—isinx (3)

diisturunu alariq. (2) vo (3) diisturlart Eyler diisturlar
adlanir. Bu diisturlardan 6z novbasinds

ix —ix ix

) —e
COS X = sinx = —— (4)
21
disturlart alinir.
z =x+iy oldugda
e><+iy — ex . eiy
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diisturunun dogru oldugunu gostarmak olar. Ona gors do

X+iy

e =e*(cos x +isiny). 5)

z = x + iy kompleks adadi
Z =r(cos@+ising)

triqgonometrik soklindo g0storilmissa, (2) dlsturuna goéra
onu

z=re"¥ (6)

Kimi gostarmok olar. Burada

r=lz=yx*+y* vo p=Argz. (7).

24.4.3.Furye sirasi
Tutaq ki, 27 periodlu f(x) funksiyasi
f(x) :a?o+2(an cosnx+b, sinnx) (1)
n=1

soklindo  triqgonometrik ~ siwraya  ayrilir.  Burada
ay,8,,b,,...,a,,b,,... miayyan adadlor olub, trigonometrik
siranin amsallar1 adlanir.

Forz edok ki,
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> (a, cosnx + by sinnx)

n=1

sirasinin - 7z; 7] pargasinda hodbohod integrallamaq olar.

ay,a,,b,...,a,,b,,... omsallar1 ilo f(x) funksiyas: arasinda

olagoe diisturlarini tapaq. (1) barabarliyinin har torafini — =
-don 7 -ya kimi inteqrallayaq:

]E f(x)dx = 7a, + i(an ]Ecos nxdx + b, ]Esin nxde :
“r n=1 r r

Burada

Icos nxdx = Isin nxdx =0, n=12,...
oldugunu nozors alsaqg, a, amsali ligiin
1 Va
8, == [ f(x)dx )
72. /2

diisturunu aliriq.
Indi (1) borabarliyinin har torofini coskx -o (k e N)

vurub -z -dan z -ya kimi inteqrallayaq:
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j f (x)coskxdx = a—2° Icos kxdx + Z (a, Icos nx cos kxdx +
- - n=1 _

+b, I sin nx cos kxdx) 3)

-

Bu barabarliyin sag torafindoki inteqrallari
COS NX COS kX = %[cos(n —k)x +cos(n + k)x],
sinnxcos kx = %[sin(n +k)x +sin(n —k)x]
disturlarinin kémoayi ilo hesablayaq. n = k olduqda

Icos nx cos kxdx = % I[cos(n —k)x +cos(n + k)xpix =

—-T

21 sin(n—k)x+sin(n+k)x
2l n-k n+k

V4 201

T

jsin nx cos kxdx = % J.[sin(n +k)x +sin(n—k)xpx =

-

__1jcos(n+k)x cos(n—k)x
20 n+k n—k

=0

T

Bunlari (3) barabarliyinds nozaro alsaq
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Icos kxf (x)dx = a, _[coszkxdx +b, Isin kxcos kxdx
diisturunu alariq. Digor torafdon
T 17.
_[sm kxcos kxdx = 5 Ism 2kxdx =0,
J'cosz kxdx = % J'(1+ cos 2kx)dx = 7
oldugundan
J' f (x)coskxdx =a,
Vo ya
1 A
a, =—If(x)coskxdx,kzl,z,.... 4)
72- =T

Analoji qayda ilo gostormok olar ki, b;,b,,..., amsallari
dcun

b, = i [ fOsinkxdx k =1.2,... (5)

diisturlar1 dogrudur.
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Tarif 1. Omsallari (2), (4) va (5) diisturlar ilo hesabla-
nan

%, i(an cos nx + b, sin nx) (6)
n=1

triqgonometrik sirasi f(x) funksiyasinin Furye sirasi adla-
nir.
Torif 2. (a;b) arahiginda f(x) funksiyasinimn téromosinin
yalniz sonlu sayda birinci ndv kasilma ndqtasi varsa, f(x)
funksiyasi homin araligda hissa-hissa diferensial (hissa-
hissa hamar) funksiya adlanir.

Teorem. BUtun hagigi oxda toyin edilmis, [- ;7]
arahiginda hissa-hissa diferensiallanan 2z periodlu f(x)
funksiyasimin Furye sirasi homin funksiyanin kasilmaz

oldugu har bir x ndqgtasinds f(x) -9, funksiyanin kasilon

oldugu har bir x nogtasinda ise fx=0)+ fx+0) ,

2
yigilir.
Bu teoremin isbatini vermirik. \\
Misal 1. [~ 7; z] araliginda
f (x) = x* disturu ilo verilon = L
27 periodlu f(x) funksiyasinin
Furye sirasini tapin (sokil 1). Sakil 1

Holli. (2), (4) va (5) diisturlart ilo verilon funksiyanin
Furye omsallarini tapaq:

446



1%, 1x3 2
a,=— |xXdx=——|" =—,
0 7Z"|; 7 3

175 1 7 .
a, == [x* cosnxdx = — [x’dsinnx =
72-—71' m—ﬂ'

= i{xz sinnx|”_ — J'2xsin nxdx} = iz J.xd cos nx =
m - m -
2 T 4cosn 4
= W{xcos nx ’_’”—J.cos nxdx} = C(:]S; i (G peR

17 . 17
b, :—Ix25|n nxdx:——'[xzd COS NX =
72.—71' 7m—ﬂ'

11,2
= ——| x® cos nx
n

T
r - j 2X oS nxdx} =
-

—i jxd sin nx —i{xsin nx
_7zn2 _7zn2

-

’_’”—]Esin nxdx} =0.

-

Verilan funksiya hissa-hissa diferensiallanan va hor bir
ndqtoda kasilmaz oldugundan

2

2 o0 _ n
f(x)=%+4z( ) COS NX.
n

n=1

(6) strasinin f(x) funksiyasiin Furye siras1 olmasi
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f(x)~ a—2° + > (a, cosnx + b, sin nx)
n=1

kimi yazilir.

24.4.4.Tak va cut funksiyalarin Furye sirasi.

Lemma 1. [-I;1] pargasinda inteqrallanan f(x) funksi-

yasi clitdiirs, onun inteqrali tigiin

[ f(9dx = 2|j f (x)dx (1)
tokdirsa
j f(x)dx=0 (2)

dogrudur.

|
isbati. I f (x)dx inteqralin1 asagidaki kimi gostorok:
-

JL f(x)dx = JI' f(x)dx + T f(x)dx. (3)
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0
.[ f (x)dx inteqralinda x=-t avozlomasi aparag. Onda
2

j). f(x)dx = —j‘ f(—t)dt = _i. f (—t)dt.
Ona gora do
.I[ f(xX)dx = j. f (x)dx +_I|. f (—x)dx. 4)

Bu boraborlikden aliriq ki, oger f(x) funksiyasi [-1;1]

parsasinda ciitdiirso (1) dusturu, tokdirsa (2) disturu
dogrudur.

27 periodlu f(x) funksiyasi ciitdiirse,f(x) cosnx ciit,
f(x) sin nx iso tokdir. Onda yuxarida isbat edilon lemmaya
gora

a, = 1 I f (X) cos nxdx = EI f (x)cos nxdx,n =0,1,2,.... (5)
7 7Ty

b, =1jf(x)sin nxdx =0,n =1,2,3,... (6)
7[—71

Odur ki, ciit funksiyanin Furye siras1 ancaq kosinuslar
olan hadlsrin comindan ibatardir:
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f(x)~a—2‘)+§:an COS NX . (7)

n=1

a,(n=012,...) amsallar1 (5) diisturu ilo hesablanir. 27
periodlu f(x) funksiyasi tokdirsa f(x)cosnx tok, f(x)sinnx
iso cltdir. Ona gors do

a, :1 If(x)cosnxdx=0,n =012,...
ﬂ-—/r
17 . 2% :

b, =—If(x)sm nxdx=—J'f(x)sm nxdx,n € N.
ﬂ.—/r 72.0

Demoli, tok funksiyanin Furye sirasi ancaq sinuslar
olan hadloarin comindan ibaratdir.

f(x)~ ibn sin nx. (8)

b, (neN) omsallari (6) diisturu ilo hesablanir.

n
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